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VIERTE FOLGE. BAND 74. 


1. Metallische Leitfähigkeit, Rayleighsches 
Strahlungsgesetz und Geschwindigkeitsverteilung 
# der Leitungselektronen; 
von Erich Kretschmann, 
Einleitung: Daß man bei der Untersuchung der Elektronen- 
bewegungen im Innern eines Leiters erster Klasse die von 
den Leitungselektronen aufeinander nach dem Coulombschen 
Gesetz ausgeübten Kräfte gegen die Wirkungen der Körper- 
atome auf sie im allgemeinen nicht einmal in gröbster Näherung 
vernachlässigen darf — wie es z.B. bei der bekannten Ab- 
leitung des Lorentzschen Ausdrucks der Leitfähigkeit ge- 
schieht —, hat besonders deutlich mittels einer einfachen Uber- 
schlagsrechnung P. Debye?) schon im Jahre 1911 gezeigt. 
Prüft man indessen den mit Rücksicht hierauf — leider ohne 
Ableitung — von Debye angegebenen Näherungsausdruck der 
elektrischen 
wien 


(u, » = Zahlen der Atome und der Elektronen in der Raum- 
einheit, beide als starre elastische Kugeln gedacht, a = Summe 
ihrer Radien, a, = Radius des Elektrons) in naheliegender 
Weise an dem Grenzfall, daß der von den Atomen herrührende 
Widerstand ganz verschwindet, indem man yp gleich Null setzt, 
0 behält x einen unbedingt endlichen, von » jetzt unabhängigen 
Wert, während doch die einfachste Überlegung lehrt, daß in 
diesem Falle bei noch so viel Zusammenstößen der Elektronen 
Miteinander die Leitfähigkeit unendlich groß sein müßte, 
ebenso wie in einem von Elektronen erfüllten Vakuum. Der 
Fehler liegt hier offensichtlich in der einfachen Zusammen- 
hlung der „wirksamen Elektronenoberfläche“, 42 a,2-», mit 
der „wirksamen Molekularoberfläche“, ura®?, im Nenner 
von x, die dem einschneidenden Unterschiede im Einflusse 
uf die Leitfähigkeit widerspricht, der nach dem Gesagten 


2. 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 88. S. 483ff. 1910. 
Annalen der Physik, IV. Folge. 74, 
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die gesamte Wirkung der Elektronen aufeinander von der 
Wirkung der Atomgesamtheit auf sie trennt.!) Aber auch 
abgesehen von dem angeführten Beispiele erscheint es als 
schwierig, diesem Unterschiede einwandfrei Rechnung zu 
tragen, solange man wie üblich die Leitfähigkeit mittels des, 
zudem nur teilweise bekannten, Gesetzes der einzelnen „Zu- 
sammenstöße‘‘ zu bestimmen sucht.?) 

: In der vorliegenden Arbeit ist ein anderer, nach der eben 
gemachten Bemerkung naheliegender, aber meines Wissens 
bisher nicht beschrittener Weg eingeschlagen.?) Statt der 


1) Auch der aus den als streng gültig von P. Debye (a. a. O.) an- 
gegebenen Gleichungen (85), (86) und (85) folgende Ausdruck für x (bei 
Debye a) enthält, wie man leicht sieht, den gleichen Fehler. 

2) Vgl. in P. Suter, Die Elektronentheorie der Metalle, Bern 1920, 
die ungeheuer verwickelten Funktionen, S, 41, durch die N. Bohr, Studier 
over Metallernes Elektrontheori, Diss. Kopenhagen 1911, die Wirkungen 
der Elektronenzusammenstöße auf die Leitfähigkeit darzustellen sucht, 
Dabei sind diese Funktionen unter der vereinfachenden Annahme ab- 
geleitet, daß sich die Elektronen wie vollkommen glatte elastische Kugeln 
verhalten, und bestimmen die Leitfähigkeit erst aus einer ebenfalls nicht 
einfachen Integralgleichung [P. Suter, a, a. O., 8. 33, Gl. (19) und 8. 
die vorletzte Gleichung], in die sie einzusetzen sind. — Der oben erwähnte 
_ Fehler scheint von Bohr vermieden zu sein. [Wenigstens deutet das 
Auftreten von G,(v’) im letzten Gliede der oben angeführten Gl. (19) 
bei P. Suter darauf hin.] 

fi 3) Die frühere, der vorliegenden der Form nach ähnliche Leit. 
fahigkeitsbestimmung des Verf.s Ann, d. Phys. 65. S. 720ff. 1921, enthält 
_ — leider unbemerkt — die Voraussetzung der Unabhängigkeit der Leitungs 

_ elektronen voneinander. Diese steckt in der zum ersten Leitfähigkeits- 
ausdruck a.a.O., S. 724, führenden Annahme, daß die Nachwirkung 
eines von einem äußeren Felde €, während eines bestimmten Zeitelements 
dr erzeugten Geschwindigkeitszuwachses dv, der Elektronen mit der 
Geschwindigkeit » mit €, > 0 übergehe in die für €,= 0 [aus Gl (2) 
_ @, a. O.] berechnete Differenz der Nachwirkungen der Geschwindigkeiten » 
und »+dp,. Das ist, obwohl die Nachwirkungen von » und p +4}, 
mit &, — 0 gegen ihre Nachwirkungen beim Felde Null streben, deshalb 
ie nicht allgemein der Fall, weil auch der Zuwachs dp, mit €, > 0 — i 
zweiter Ordnung — verschwindet und die Nachwirkung ja nur seine 
 werhältnismäßige Abnahme im Laufe der Zeit darstellt. Physikalisch 
_ gesprochen, wird aus eben diesem Grunde der Einfluß, den die gleich 
zeitige Vermehrung der Geschwindigkeiten aller übrigen Leitungselektronen 
 umdv, durch das Feld €, auf die Nachwirkung von d p, bei den Elektronen 
mit der Geschwindigkeit » hat, nicht allgemein mit €, gleich Nul', sondem 
nur, wenn die Leitungselektronen ihre ne. gegenseitig un 
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Bewegungen eines einzelnen Elektrons werden die Bewegungen 
eines „(selbständigen) Vereins‘ von Leitungselektronen ins 
Auge gefaßt, d. h. einer Schar, die, in irgendeinem Augenblick 
alle Leitungselektronen eines einfach gestalteten Gebietes 
umfassend, so groß ist, daß man die von den übrigen Leitungs- 
dektronen auf die Bewegung der Schar (als eines Ganzen) 
ausgeübte Wirkung — die höchstens der Oberfläche des Ge- 
bietes proportional ist — gegen die Wirkung aller Körper- 
moleküle vernachlässigen darf ($1). Die Bewegungen des 
Vereins bei fehlender E. M. K. werden als durchaus ungeordnete 
Schwankungserscheinungen aufgefaßt, die aus den ungeordneten 
Bewegungen der dauernd oder auch nur zeitweise freien einzelnen 
Leitungselektronen (zufällig) entstehen ($ 2). In dieser grund- 
legenden Voraussetzung liegt der wesentliche Unterschied des 
„Vereins“ von dem Haber-Starkschen ,,Elektronengitter“,1) 
Die teils allgemeingiiltigen, teils von der Stoffbeschaffenheit 
abhängigen statistischen Gesetzmäßigkeiten der genannten 
Vereinsbewegungen bestimmen, wie sich zeigt, zugleich die 
elektrische Leitfähigkeit des Körpers, in dem sie stattfinden, 
Und zwar ist maßgebend die Funktion L (s’), die den Weg 
darstellt, den ein Verein mit der zufälligen Anfangsgeschwindig- 
keit s’ beim Felde Null im Mittel zurücklegt. In der Tat 
hängt die Länge dieses Weges nur davon ab, wie und besonders 
wie schnell die Geschwindigkeit im Durchschnitt — aber keines- 
wegs bei jedem einzelnen Verein — vom Anfangswert s’ zum 
Werte Null hinabsinkt, und dies Hinabsinken wieder zeigt 
den Widerstand des Körpers gegen eine gemeinsame Bewegung 
siner Leitungselektronen an (§§ 2—5). 

So wird unter der Annahme, daß ein (unendlich schwaches) 
elektrisches Feld nur durch Beschleunigung der freien Elek- 
fonen, aber nicht durch Erzeugung einer Vorzugsrichtung 
ihres Austritts aus Bindungen oder der Zugänglichkeit dieser 
änen Strom hervorrufe, eine an nur wenige und allgemeine 
Voraussetzungen gebundene Darstellung der Leitfähigkeit eines 


1) Außerdem braucht der „Verein‘“ im Gegensatz zum „Gitter“, 
wenn die Wirkungen der Leitungselektronen aufeinander klein gegen 
die der Atome auf sie sind, nur wenige Elektronen zu enthalten, bei völliger 
Unabhängigkeit der Leitungselektronen voneinander sogar nur eines, 
Nach oben ist die Größe des Vereins nur durch die Ausdehnung des be- 
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homogenen und isotropen Metalls gewonnen. 


08) 


Thre einfachste 

wo e und m Ladung und Masse des Elektrons, n ’ de Anzahl 
der gleichzeitig freien Leitungselektronen der Raumeinheit 
und L, die Grenzform der Funktion L (s’) für einen unendlich 
großen Elektronenverein (in einem unendlichen Leiter) be. 
zeichnen ($ 5). 

Zur Berechnung der Leitfähigkeit mittels des angeführten 
oder eines der anderen Ausdrücke in $5 oder $ 12, die sich 
auf endliche Elektronenvereine beziehen und demgemäß die 
Verteilungsfunktion w (s’) der Vereinsgeschwindigkeit s’ ent- 
halten, muß man außer den der Theorie noch kaum zugänglichen 
Wirkungen der Körpermoleküle auf die einzelnen Leitungs 
elektronen auch die Geschwindigkeitsverteilung dieser bis 
ins einzelne kennen. Die Ableitung der zu bestimmenden 
Verteilungsgesetze wird entsprechend dem Vorgehen des Ver- 
fassers in der oben (S. 190, Anm. 8) angeführten Arbeit auf 
die wohlbewährten Strahlungsgesetze langer Wellen (Ray- 
leighsches und Kirchhoffsches Gesetz) gegründet. Sie führt 
zunächst ($$ 6—8) zu dem Verteilungsgesetz w (s’) der Vereins- 
geschwindigkeiten, aus dem sich dann ($$ 9—11) die Ge 
schwindigkeitsverteilungen der einzelnen freien Elektronen bei 
gegebenem wie bei unbestimmtem Werte von s’ entwickeln 
lassen. Alle so gefundenen Gesetze haben die Maxwellsche 
Form und stimmen auch im übrigen mit dem nach der stati- 
stischen Mechanik zu Erwartenden genau überein, so daß 
man mittels dieser die Ausdrücke der Leitfähigkeit auch allein 
aus den Gesetzen von Rayleigh und Kirchhoff gewinnen 
könnte (vgl. Schluß). Die erwähnte Ableitung der Verteilungs 
funktion w (s’) der Vereinsgeschwindigkeiten aus den Strahlung 
gesetzen ist (leicht) ausführbar dank dem Umstande, dab 
ebenso wie die Leitfähigkeit und mit ihr das Absorption 
vermögen auch das Ausstrahlungsvermögen eines Leiters für 
(unendlich) lange Wellen lediglich durch die Bewegungen det 
selbständigen Elektronenvereine in ihm bestimmt ist, als deren 
Ausdruck zwanglos wieder die Funktion L (s’) erscheint, und 
dies rührt einfach daher, daß sich die von zwei unregelmäßig 
bewegten Ladungen ausgestrahlten Energien nur dann addieren, 
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wenn ihre Bewegungen oder genauer ihre Beschleunigungen 
unabhängig voneinander sind.) 

Eine probeweise vorgenommene Einführung der bekannten, 
dem Lorentzschen Ausdruck der Leitfähigkeit zugrunde 
liegenden Annahmen bestätigt die vorliegende weit allgemeinere 
Darstellung rechnerisch und zeigt zugleich deutlich den wesent- 
lichen Unterschied zwischen dem mittleren Wege L (s’) eines 
Blektronenvereins und der früher benutzten (mittleren) freien 
Weglänge eines Elektrons?) ($ 13). 

Alle anderen Anwendungen und Erweiterungen der Theorie 
sind aus den am Schlusse angeführten Gründen noch zurück- 
gestellt.) 


I, Darstellung der metallischen Leitfähigkeit bei unbestimmter 
Geschwindigkeitsverteilung der Leitungselektronen. 


$1. Um das elektrische Leitvermögen eines makro- 
skopisch homogenen und isotropen*) gleichmäßig erwärmten 
leiters erster Klasse für gleichbleibenden physikalischen Zu- 
stand darzustellen, betrachte ich die Bewegungen seiner Leitungs- 
dektronen in der Stromrichtung bei noch nicht vorhandenem 
äußeren Felde. 

Diese Bewegungen setze ich als ungeordnete, nur in Mittel- 
werten gesetzlich zu erfassende voraus. 

Zu den Leitungselektronen werden alle Elektronen gezählt, 
die sich an der Elektrizitätsleitung beteiligen, sei es dauernd 
oder mit Unterbrechungen, durch zeitweilige Bindungen an 
Körperatome. 


1) Demnach enthält auch die Berechnung des Ausstrahlungs- 
vermögens einer Metallplatte in der oben, S. 190, Anm. 3, angeführten 
Arbeit des Verf.s die hier viel leichter als bei der Leitfähigkeitsbestimmung 
kennbare Voraussetzung völliger Unabhängigkeit der Leitungselektronen 
voneinander. 

2) Dieser Unterschied ist auch schon aus dem Auftreten der Ab- 
kitung von Z nach s’ in dem oben angegebenen Ausdruck (13) zu er- 
sehen. 


3) Die Unabhängigkeit der (für €, > 0 bestimmten) Leitfähigkeit 
von der Stärke der E. M. K. (Ohmsches Gesetz) dürfte aus der Kleinheit 
der unter gewöhnlichen Verhältnissen von €, erzeugten Zusatzgeschwindig- 
keit der freien Elektronen gegen die mittlere Geschwindigkeit ihrer Wärme- 
bewegungen unter sehr allgemeinen Voraussetzungen folgen. 

4) Im folgenden werden nur die Symmetrie um die Stromrichtung (s) 
md die Gleichwertigkeit der +s- mit der —s-Richtung benutzt. 
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Es werde angenommen, daß wenigstens bei hinreichend 
kleiner E. M. K., die gebundenen Elektronen zur Elektrizitäts- 
leitung oder Strahlung langer Wellen nichts beitragen und kein 
Strom durch eine Vorzugsrichtung ihres Freiwerdens oder der 
Zugänglichkeit der Bindungen entstehe.*) 

In der Raumeinheit gebe es stets n Leitungselektronen, 
davon n, ungebundene oder ‚freie‘. 

Der spezifische elektrische Widerstand des Körpers muß 
sich auch bei noch fehlender E.M.K. bemerkbar machen in 
der Bremsung, die die Bewegungen der Leitungselektronen 
im Mittel erfahren. 

Ein einzelnes Leitungselektron kann in seiner Bewegung 
sowohl durch andere Leitungselektronen wie durch die Atome 
(oder Moleküle) des Körpers gehemmt werden. Die Hemmung 
durch andere Leitungselektronen kann aber für den elektrischen 
Widerstand nicht maßgebend sein, da er unabhängig von 
der Größe dieser Hemmung verschwindet, wenn nur die Brems- 
wirkung der Atome gleich Null ist. 

Um diese gesondert zu erfassen, betrachte ich statt eines 
einzelnen Elektrons eine Schar von Leitungselektronen, m 
der in irgendeinem Augenblick alle Leitungselektronen eines 
einfach gestalteten Gebietes im Körper gehören mögen. Bei 
hinreichender Größe der Schar werden für eine vorgegebene 
Zeitspanne mit beliebiger Genauigkeit die zufälligen Schwan- 
kungen ihrer Bewegung als Ganzes in der Richtung, s, eine 
möglichen elektrischen Stromes lediglich durch die Kräfte 
der Körperatome oder -moleküle verursacht, da die Gesamt- 
kraft der nicht zur Schar gehörenden Leitungselektronen aul 
die Schar und die Vermischung der Scharelektronen mit anderen 
nur der Oberfläche des von jenen eingenommenen Gebiete 
proportional sind. Eine Schar, die hierin den aus Rechnung 
und Beobachtung zu entnehmenden Genauigkeitsansprüchen 
genügt, heiße ein „(selbständiger) Verein‘ von Leitung- 
elektronen. Die Größe eines solehen Vereins ist durch die 
aufgestellte Forderung nur nach unten hin beschränkt. Er 
kann, wenn nötig, sämtliche Leitungselektronen eines endlich 


1) Es soll demnach der auf die genannte Weise etwa entstehend 
Teil des Stromes bei zu Null abnehmender E. M. K. schneller verschwinden 
als diese. Ob die gebundenen Elektronen in Quantenbahnen umlaufe 
oder nicht, bleibt ganz dahingestellt. 
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ausgedehnten (geschlossenen) Leiters umfassen, braucht aber 
andererseits bei völliger Unabhängigkeit der Leitungselektronen 
voneinander nur ein Elektron zu enthalten. 
Die Gesamtzahl der Elektronen eines Vereins werde mit N, 
die der freien unter ihnen mit N, und die Größe des zugehörigen 
Gebietes mit V bezeichnet. Es ist somit: 

Hier wie auch im folgenden ist von den zeitlichen Schwan- 
kungen, die N, bei festem N infolge unregelmäßigen Gebunden- 
und Freiwerdens von Vereinselektronen vermutlich erfährt, 
abgesehen (vgl. $ 12), da diese Schwankungen durch Ver- 
größerung von N jedenfalls verhältnismäßig beliebig klein 
gemacht werden können. 


$2. Die mittlere Geschwindigkeit, Zv,/N, der Elek- 
tronen eines Vereins in der Richtung s sei s’ (t). Da die Be- 
wegung der Elektronen nach Voraussetzung eine ungeordnete 
ist, so gibt es eine stetige!) Verteilungsfunktion w (s’) derart, 
daß w (s’)-ds’ den Bruchteil der Werte von s’ bezeichnet, der 
bei unendlich vielen voneinander unabhängigen gleich be- 
schaffenen und in gleichartigen Leitern befindlichen Elektronen- 
vereinen in den Bereich s’ bis s’ + ds’ fällt. Andererseits ist 
bei gleichbleibendem Zustande des Leiters und wenn zugleich 
der Verein so groß ist, daß er sich während einer für Mittelwert- 
bildungen hinreichenden Zeit T nicht merklich durch Diffusion 
ändert, T-w(s’)ds’ gleich dem aus verschiedenen nicht zu- 
sammenhängenden Zeitelementen dt, (h = 1, 2,8...) bestehen- 
den Teile dt = Sdt, von T, während dessen die Vereins- 
geschwindigkeit in dem Bereich ds’ liegt. Also: 


8) f = f == 1 = 2 1 | 


(7) 


Die Geschwindigkeitsverteilung w hat man sich natur- 


gemäß als abhängig vorzustellen von der Anzahl N der Vereins- 
elektronen sowie von der Temperatur. 


1) Sofern nur der Verein hinreichend groß gewählt ist, um gleich- 
witiges Gebundensein aller seiner Elektronen (N,= 0) auszuschließen. 
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Für die Leitfähigkeit wird sich als maßgebend erweisen 
die mittlere ,,Nachwirkung“ u(s’,r) der Geschwindigkeit 
über eine beliebige Zeit r. Darunter verstehe ich den Bruchteil 
auf den der Betrag der Geschwindigkeit s’ eines Vereins während 
der Zeit r (infolge der Bremsung der Bewegung durch die 
Körperatome) im Mittel herabsinkt. Mitteln kann man dabei 
wieder über viele voneinander unabhängige Elektronenvereine, 
deren Diffusion während r noch nicht merklich sei, oder auch 
zeitlich über alle Geschwindigkeiten s,’ während der Zeit. 
elemente, die den dt, gleich, aber um die Zeit r später als 
sie ‚sind: tees ; 

Der ganze in der s-Richtung bei der Anfangsgeschwindig- 

keit s’ im Mittel ge Weg ist 


(4s) Lame’ faru=r 


M heiße die ,,Beharrungszeit‘‘ von s’. 

Es werde, was sachlich wohl ohne weiteres einleuchtet, 
angenommen, daß die Bewegung der Elektronenvereine im 
Mittel durchaus aperiodisch ist, d.h. daß die Nachwirkung 
u(s’,r) jeder Geschwindigkeit s’ vom Werte 1 bei tr = 0 zum 
Endwerte Null mit wachsendem r monoton abfällt.!) Im 
übrigen werden u und M ebenso wie w außer von anderen 
Parametern auch von N (oder N,) abhängen. 

Nach (4) ist das Mittel des Produkts aus der Geschwindig- 
keit s’(t) und der um die Zeit + späteren Geschwindigkeit 
s’(t+r) genommen über die Zeit dt = dt, gleich 
Demnach ist das Mittel des gleichen Produkts über alle Zeit- 
elemente dt: 


(5) s’(t)-s’(t +7) a= =f ds’-w (s’)- u (s’, t) +8"? 


§ 3. Ein äußeres elektrisches Feld €, wirke in der s-Richtung 
auf einen oder mehrere gleiche selbständige Elektronenvereine, 
und zwar zunächst nur während eines Zeitabschnitts At. 


1) Aus der Gleichwertigkeit der +s- und — s-Richtung und dem 


Gleichbleiben des Zustandes folgert man leicht, daß für t=0 die Ab- 
leitung von u nach r verschwindet. 
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Infolge der Nachwirkung muß dann noch in einem beliebigen 
Zeitpunkte ti, der im Zeitabstande r auf Ar folge, im Mittel 
über viele Vereine oder verschiedene Zeiten ti bei festem r 
und A r eine von Null verschiedene und mit &, verschwindende 
Vereinsgeschwindigkeit s’ bestehen. Nach Potenzen von €, 
entwickelt sei etwa: 

s' =k-€,+k' E?+... 
Wirken jetzt in zwei verschiedenen Zeitabschnitten A, 1 
und A,r die Felder €,’ und €,”, so hat man für die mittlere 
Geschwindigkeit eines späteren Augenblicks zu setzen: 
©,’ + ky €,” + ky’ + ky’ + E,' +... 
Im Grenzfall verschwindend kleiner Felder kann die Ent- 
wicklung auf die linearen Glieder beschränkt werden. Es 
fallen insbesondere alle das Zusammenwirken der beiden 
Felder darstellenden Glieder wie, kj, ,'-€,'’ fort, und s’ ist 
gleich der Summe der von den Feldern unabhängig voneinander 
erzeugten Geschwindigkeiten. Den gleichen Schluß könnte 
man für beliebig viele und beliebig kleine Zeitabschnitte A r 
wihen. Ist daher ds’ (r) die mittlere Vereinsgeschwindigkeit, 
die von einem sonst verschwindenden Felde €, in dem um 
die Zeit r zurückliegenden Zeitelement dr hervorgerufen ist, 
erzeugt ein dauernd und überall gleiches unendlich schwaches 
Feld &, die Geschwindigkeit: 

( = @) 


Somit ist ‘nach (1) die von &, erzeugte (mittlere) Strom- 
tichte : 
(1) i=s'-n-e=n-e f ds’ (e = Ladung des Elektrons). 
@=0) 


$4. Das Feld ©, vermehrt während dr die Geschwindigkeit 
der freien Elektronen eines Vereins um: 


8) ds) }) 


(n= Masse des Elektrons, s,’ = mittlere Geschwindigkeit der 
freien Vereinselektronen), 


1) Die (kleinen) Relativitätskorrektionen sind der Einfachheit 
lulber durchweg fortgelassen. Sie wären durch Einführung der Impulse 
a Stelle der Geschwindigkeiten zu berücksichtigen. 
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während die gebundenen Elektronen nach Voraussetzung (§ 1) 
in Ruhe bleiben oder wenigstens nicht nach einer Richtung 
strömen. Die während dr entstehende mittlere Zusatz. 
geschwindigkeit aller Elektronen des Vereins ist also im End. 


augenblick von dr nach (1) gleich: 


ry 
(8a) E,dr. 


Um den durch Nachwirkung hieraus im Mittel entstehenden 
Geschwindigkeitszuwachs ds’ (r) und damit nach (7) die Strom- 
dichte i zu berechnen, benutze ich die erst nachträglich, in 
$ 10, begründete Voraussetzung, daß die Nachwirkung der 
durch €, vermehrten Geschwindigkeit s’ + ds’ dieselbe ist 
wie die der gleichen, aber ohne äußeres Feld bei den zufälligen 
Geschwindigkeitsschwankungen entstandenen Geschwindigkeit, 
Es ist klar, daß diese grundlegende Annahme nur für selb- 
ständige Elektronenvereine zulässig sein kann, da es anderen 
falls einen Unterschied machen müßte, ob auch die übrigen 
Elektronen dieselbe Zusatzgeschwindigkeit erhalten haben 
— was bei einem äußeren Felde der Fall ist — oder nicht, 

Hiernach ist der nach der Zeit r von dem Geschwindigkeits- 
zuwachs ds’ zur Grundgeschwindigkeit s’ im Mittel noch vor- 
handene Rest einfach gleich: 


(u 


df =. 


Durch Mitteln über alle Geschwindigkeiten s’ erhält man 
hieraus: 


8’). 

‘Dies in (7) eingesetzt, ergibt die Stromdichte und damit 
mittels Division durch €, die spezifische Leitfähigkeit (für 
unendlich schwache Felder): a 

8’). 


$5. Der gefundene Ausdruck für x läßt sich — umlet 
der Voraussetzung absoluter Konvergenz der Integrale - 
mehrfach umformen. Zunächst wird, da im Integrandet 


nut vont abhängt, nach (4a): 


(10) “ds 
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(11) „hit, “x= fas weg 


Als maßgebend für die Leitfähigkeit zeigt sich hier die 
Ableitung des mittleren Weges L eines Elektronenvereins 
nach seiner Geschwindigkeit s’. Statt der Ableitung kann 
man L selbst durch partielle Integration einführen. Da für 
unendlichen Betrag von s’ die Verteilungsfunktion w jedenfalls 
hinreichend schnell zu Null wird, um auch w L zum Verschwinden 
zu bringen, so ergibt sich: 7 elaeanicor 


Tite 


Benutzt man den Umstand, daB die spezifische Leit- 
fähigkeit von dem sowohl in w wie in L steckenden willkür- 
lichen Parameter N, der bei unendlicher Ausdehnung des 
betrachteten Leiters nur durch eine untere Grenze?) beschränkt 
ist, unabhängig sein muß®), so kann man aus (11) den ein- 
fachsten Ausdruck für x gewinnen, indem man N unendlich 
werden läßt. Dabei zieht sich die Verteilungsfunktion w (s’) 
der Mittelwerte aus den N Einzelgeschwindigkeiten der Vereins- 
elektronen jedenfalls auf den Nullpunkt s’ = 0 zusammen und 
mittels (8) folgt aus (11): 


e (aL 


wo L» den mittleren Weg eines unendlichen Elektronenvereins 
bezeichnet. 


Die vorhergehenden Ausdrücke (10), (11) und (12) von x 
find nur insofern allgemeiner, als der letzte, als sie unmittelbar 


1) Es wird x > 0 durch dw/ds’<0. Vgl. $12, Gl. (12a). 

2) Diese ist vorläufig so hoch anzusetzen, daß außer der Unabhängig- 
keit eines Vereins von N Elektronen auch das in (8a) benutzte feste Ver- 
lilinis N,/N= n,/n in ihm gesichert ist. Die zweite Bedingung wird 
ther später, in $ 12, beseitigt. 

3) Das läßt sich natürlich auch statistisch, aus der Unabhängigkeit 
selbständiger Elektronenvereine voneinander, herleiten. Vgl. § 12. 
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auch auf endliche, etwa durch eine mäßige Krümmung!) in 
sich geschlossene homogene Leiter anwendbar sind. 


Zur Auswertung jener sowohl wie dieses Ausdrucks, der 
zwar nicht w, aber L enthält, ist die Kenntnis der Ge 
schwindigkeitsverteilung der Leitungselektronen nötig. Sie 
soll in den folgenden Abschnitten der vorliegenden Arbeit 
bestimmt werden, jedoch nicht nach dem bekannten und zu 
bekannten Ergebnissen führenden Verfahren der statistischen 
Mechanik, das die Grundvoraussetzung des Vorhergehenden, 
ungeordnete Bewegung freier Leitungselektronen, ebenfalls 
voraussetzen müßte, sondern mittels der auch als Erfahrungs. 
sätze feststehenden Strahlungsgesetze langer Wellen. Dadurch 
wird zugleich eine Probe auf die Zulässigkeit der genannten 


Il. Ableitung des Verteilungsgesetzes der Vereinsgesch windig- 
keiten aus den Strahlungsgesetzen langer Wellen. 


§ 6.2) Die von den Leitungselektronen ausgesandte lang- 
wellige Strahlung werde der Einfachheit halber unter der 
bekannten Annahme berechnet, daß der betrachtete Leiter 
eine unendliche ebene im leeren Raume stehende Platte von 
makroskopisch verschwindend geringer Dicke bilde. Die 
Platte stehe senkrecht zur z-Richtung, ihre Dicke sei dz. 
Von einem selbständigen Elektronenverein, der gerade das 
zur Flächeneinheit der Platte gehörende Gebiet V = dz er- 
füllen möge, wird in hinreichend großem in der x-Richtung 
gemessenen Abstande r ein elektrisches Feld erzeugt, dessen 
z-Komponente verschwindet, während die in einer zu x senk- 
rechten festen Richtung s genommene Komponente: 


1) D.h. mit so großem Krümmungsradius, daß (annähernd) die 
Abstände benachbarter zur s-Richtung senkrechter Querschnitte des 
Leiters konstant sind und somit Gl. (4a), $2, und Gl. (8), § 4, geltend 
bleiben. 

2) Die Rechnungen und Überlegungen der $$ 6, 7 und 8 bis Gl. (31) 
verlaufen im wesentlichen ebenso wie die in den Abschnitten II, III und IV 
bis Gl. (26) der in der Einleitung angeführten Arbeit der Verf.s (Ann. d 
Phys. 65. S. 726ff.), nur tritt an die Stelle der Geschwindigkeitskompo 
nente », eines einzelnen Elektrons jetzt, infolge der Berücksichtigung 
der Abhängigkeit der Elektronen voneinander die Summe J py, odet 
genauer die mittlere Geschwindigkeitskomponente 3’. 


und 


und 


körp 
eine) 


(6) 


(I 
. 
18 
= Si 
V 
ze 
= 
ist 
= (15 
Me 
sta 
str 
En 
Bw . 
jed 
= 
> 
Pr 
= 
| 


1) die 
e de 
eltend 


1. (31) 
und IV 
Ann. d 
compo: 


itigung 
oder 


(14) 


ge 
ist. Es bezeichnet e die Lichtgeschwindigkeit und 2», die 
Summe über die s-Komponenten aller Beschleunigungen der 
Vereinselektronen. Die Einzelwerte von ö, in ihr sind wegen 
der gewählten Anordnung (zir > ©, dx > 0) alle gleich- 
zeitig zu nehmen. 
Der von der Flächeneinheit ausgehende, zu einer Polari- 
sationsrichtung gehörende Energiestrom in der z-Richtung 
ist gemittelt über die Zeit ¢ bis ¢+ T nach (14): 
t+T7 

Er addiert sich einfach zu den von den anderen selb- 
ständigen Elektronenvereinen der Platte ausgesandten Energie- 
strömen. Für die von den einzelnen Elektronen ausgestrahlten 
Energiemengen gilt das gleiche nur für den Fall, daß ihre 
Beschleunigungen », unabhängig voneinander sind, d.h. daß 
jeder für sich einen selbständigen Elektronenverein bildet. 
Während der Zeit ¢ bis {+ T sei nach Fourier zerlegt: 

A Zv, = faw oy cos (w t — 
und die Geschw Indigkeitssumme: 


Dann ist bekanntlich: 
t+T 


few Nama fawc, 


wegen 20, = (2 b,): 
Hiermit wird, spektral zerlegt, die auf die Einheit des 


körperlichen Winkels bezogene Intensität der Gesamtstrahlung 
tier Polarisationsrichtung: 


(6) 
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Für hinreichend lange Wellen, 
(17) w<1/T, 
ist bei Vernachlässigung von w? T? gegen 1: 


t+T t+T 


A, dtXv,-coswt=— [ Zu, de, 
t t 


t+7 t+T7 


9 1 . 1 
sinwt = — [Zv,-wt.di 
t t 


und wenn man die von ¢ bis ¢+ T in der s-Richtung von 
t+T 


einem Strecke J bv, dt mit As 
und das Zeitmittel = nfo dt seiner s-Koordinate mit s, 


bezeichnet: 2 
24 
A - B,= 


Das Amplitudenquadrat C,? = 4,? + B,,* unterliegt hier- 
nach infolge der unregelmäßigen Bewegungen des Elektronen- 
vereins zeitlichen Schwankungen, die sich indessen durch 
Mitteln nach der Zeit t bei festgehaltenem 7 herausheben 
müssen. Dabei verschwindet nach (17) B,? gegen A? wie 
w*- T2 gegen 1, da (X{s (T) — s,,})? im Mittel nicht von höherer 
Größenordnung als (2 A s/r)? sein kann. So ergibt sich als 
mittlere spektrale Strahlungsintensität der Frequenz w nach (16); 


é 


t 


wenn », und v,’ die Werte von v, zu den Zeiten t a t’ “ 
zeichnen. 
Mit den neuen Integrationsveränderlichen : 
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wird das Zeitmittel: 


T t+27-r 
@) 
0 ter 


wo rechts nur über das innere, allein von t abhängige Integral 
zu mitteln ist. Dieses ergibt dabei wegen (19) offensichtlich 
das mit dem Integrationsbereiche 2 (T — +) malgenommene 
Zeitmittel von 2 »,-Xv,’. Nun ist ausgedrückt durch die 
mittlere Geschwindigkeit s’ des Elektronenvereins “rg Er 
und für das Zeitmittel hiervon bereits der Ausdruck (5) auf- 
gestellt. Setzt man diesen in (20) und (20) in (18) ein, so 
erhält man: 


E, = far (1-7) fae, -w(s’)- u(s’,t)+ er 


und nach Umkehrung der Integrationsfolge : 


Es sei t, eine Zeitspanne, innerhalb deren die Ge- 
#iwindigkeitsnachwirkung a für alle in Betracht kommenden 
Werte von s’ so weit verschwindet, daß man den mittleren Weg: 


Im 

darf. Macht man dann 

“wird schließlich aus (21): wh 

N? fugit) oib ten — 


mit um so größerer Genauigkeit, je schärfer die Bedingungen 
8) und (17) erfüllt sind, die sich in die eine Frequenzbedingung:: 
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E. Kretschmann. 


Nach (22) und (12) muß w bei festgesetzter Genauigkeit 
im allgemeinen um so kleiner gewählt werden, je größer die 
Leitfähigkeit ist.!) 


$7. Das Absorptionsvermögen der betrachteten Metall 
platte für hinreichend lange senkrecht auftreffende Wellen 
ist in bekannter Weise?) durch die spezifische Leitfähigkeit x 


ausgedrückt: 

4n [4 


Setzt man fiir x den Ausdruck (12) ein und wählt wie 
bei der Berechnung der Ausstrahlung die zu einem Elektronen 
verein gehörende Plattenfläche zur Flächeneinheit, so daß 
nach (l)n,-de=N, wird, so folgt: 


A 

Ss 8. Das Rayleighsche Strahlungsgesetz für lange Wellen: 


n® 
(k = Boltzmann-Plancksche anion T = Temperatur 
der Strahlung) 


1) Von der in diesem Paragraphen benutzten vereinfac 
Annahme, daß der strahlende Leiter eine unendlich dünne Platte bilde, 
könnte man sich leicht frei machen. Bei beliebiger Gestalt des Leiten 
und des betrachteten Elektronenvereins in ihm wären zwar Z 5, in (14) 
und ebenso 2p, und 2p,’ nicht mehr über gleichzeitige Elektronen 
beschleunigungen oder -geschwindigkeiten zu bilden, sondern bekanntlich 
so, daß die verschiedenen Latenzzeiten zum (sehr weit entfernten) Auf- 
punkte ausgeglichen werden, aber für hinreichend lange Wellen kommen 
in den Fourierschen Entwicklungen der angeführten Beschleunigung 
und Geschwindigkeitssummen — die zugleich die Summen der Fourieft- 
schen Entwicklungen der Einzelbeschleunigungen und -geschwindigkeiten 
sind — nur die Glieder in Betracht, die sich während einer Zeit von det 
Größe der vorkommenden Latenzzeitenunterschiede nicht merklich ander. 
Diese Unterschiede müssen daher ohne Einfluß auf E, (für w >? 
bleiben. — Die Absorption der von einem Elektronenverein ausgehenden 
Strahlung durch die anderen Elektronenvereine des Leiters schwächt 
ferner das Emissions- und das Absorptionsvermögen des Leiters in gleichet 
Weise, so daß ihr Verhältnis, auf das allein es im folgenden ankommt, 
sich nicht ändert. 
ay -@ Ausführlicher: Verf., a. a. O., S. 730. 
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ergibt jetzt bei Bestimmung der Intensität &,, der schwarzen 
Strahlung mittels des Kirchhoffschen Satzes: 

(9) &,=E£,/A, oder : (29a) 0=E,—A-&,, 
aus (27) und (24) die Gleichung: 

(80) O= [de Dis 


«m 


Diese Gleichung bestimmt das Verteilungsgesetz w (s’) 
unter der Voraussetzung, daß sie durch die gleiche Form vonw _ 
bei allen denkbaren Arten von metallischen Leitern mit ver- _ 
schiedenen Formen der Abhängigkeit des mittleren Weges L 
von s’ erfüllt sei. Dies angenommen, muß im Integranden 
von (30) der eingeklammerte Ausdruck für alle s’ verschwinden, 
und daraus folgt, wenn man Gleichung (3) hinzuzieht: a; a 


> 


2 


(31) 
mit 


also die bekannte Maxwellsche Form der Geschwindigkeits- 
verteilung. 


der statistischen Mechanik zu ie Din war. Denn führt man 
die Geschwindigkeitssumme S’ und die mittlere Geschwindig- aaa SR 
keit s,’ der N, freien Elektronen gemäß der Voraussetzung a 

des $1, daß die gebundenen zu S’ nichts beitragen, durch: ee " 
(83) S' = N-s' = N,°s,' 
in (31) ein, so erhält man für s,’ und S’ die Verteilungsgesetze: 


i 


Hieraus wieder folgt für das mittlere Quadrat von 9’ 
gerade der Wert N,/2ß, der sich auch aus dem bekannten 
Mittelwerte 1/28 =k T/m des Quadrats einer einzelnen Ge- 
schwindigkeitskomponente der freien Elektronen ergibt, wenn 

Annalen der Physik, IV. Folge, 74, Tr 


bit 
lie 
en 
% 
wie 
en- 
af 
| 
den 
ue 
piters 
(14) 
tlich 
Auf- 
mme 
ny 
rier 
in ef nd 
indern. 
N, 
hendet 
pwich 
Heichet 
omnl, 


x 


man gemäß der Boltzmannschen!) Erweiterung des Maxwell. 
schen Verteilungsgesetzes voraussetzt, daß die Geschwindig. 
keiten aller freien Elektronen, selbst solcher, die einander 
starke Beschleunigungen erteilen, statistisch unabhängig von- 
einander sind, was der Abhängigkeit der Beschleunigungen 
voneinander natürlich nicht widerspricht. 


III. Die Verteilungsgesetze der Geschwindigkeiten der 
einzelnen freien Elektronen. 

$9. Nach der obigen Voraussetzung ist bei Vermehrung 
der freien Elektronen eines Vereins um eins die Geschwindigkeit 
des neuen Elektrons statistisch unabhängig von der Ge 
schwindigkeitssumme der übrigen. Hiermit schon läßt sich 
aus (35) auch das Verteilungsgesetz der Einzelgeschwindigkeiten, 
b,, der freien Elektronen ableiten. 

Bei Vermehrung von N, um 1 geht nämlich (35) über in: 


ß 
(35a) Wy, (8) =V f 


Da nun jede Geschwindigkeitssumme S’ der N, + 1 Elek- 
tronen durch das Zusammentreffen irgendeines Wertes v, der 
Geschwindigkeit des letzten Elektrons mit dem Werte S’ —», 
der von dv, unabhängigen Geschwindigkeitssumme der N, 
übrigen Elektronen entsteht, so muß, wenn f(v,) das Ver- 
teilungsgesetz der vd, bezeichnet: 


(86) Wy, 41 =f Wy, — do, 


sein. Setzt man hier die Ausdrücke (35), mit S’ — », statt 9, 
ne und (35a) ein, so läßt sich leicht ausrechnen, daß diese Gleichung 
durch: 


(37) 


erfüllt wird. Das ist nach Form wie Parameter genau das 
Maxwellsche Verteilungsgesetz für eine Einzelgeschwindigkeits- 
komponente. 

Die Funktion f ist zugleich die einzige, die (36) befriedigt. 
Denn gäbe es eine zweite  (v,), die dasselbe leistete, so müßte 


1) Vgl. L. Boltzmann, Wien. Ber.63?. 397. 1871 und 72°. 427. 18%; 
: Math. Wiss. IV. Nr. 32. 8.15. 
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für die Differenz p = f — p nach (86) und (35) identisch in S’: 


fe 


+ 


ı 


a) 


oder anders geschrieben: 


gelten, 
O= fe N, -p(x + 8'\dz. 


Diese Identität kann aber, da 6/N, + 0 ist, nur für p = 0 
gelten. 

Die angegebene Ableitung von (37) unterliegt indessen 
einem Einwande. Die in den Ausdrücken der Leitfähigkeit 
in $5 und damit auch in (31) enthaltene Voraussetzung eines 
dauernd gleichbleibenden Verhältnisses von N, zu N (vgl. 
8.199, Anm. 2) wird vermutlich erst mit N, > streng 
erfüllt. Hierbei wird aber B/N zu Null und die letzte Identität 


zu der Gleichung f p(v,)dv,=0, der p als Differenz zweier 
Verteilungsfunktionen nach (3) sowieso genügen muß. Immer- 
hin hat sich das Maxwellsche Verteilungsgesetz (37) als das 
einzige gezeigt, das auf jeden Fall, ohne besondere Hilfsannahmen 
über die Schwankungen von N, (mit deren Verschwinden bei 
endlichem N, die gegebene Ableitung sofort voll in Kraft trate) 
mit den Strahlungsgesetzen langer Wellen vereinbar ist. 


$10. Um bei irgendwie gegebenen Gesetzen der auf die 
Leitungselektronen von den Körpermolekülen ausgeübten Wir- 
kungen den nach $ 5 für die Leitfähigkeit maßgebenden mittleren 
Weg L (s’) eines mit der Anfangsgeschwindigkeit s’ bewegten 
Elektronenvereins auswerten zu können, muß man jedoch — 
das Verteilungsgesetz der Elektronengeschwindigkeiten bei vor- 
bestimmter Vereinsgeschwindigkeit s’ kennen, während (37) erst 
den Durchschnitt aus allen zu den verschiedenen Werten 
von s’ gehörenden Verteilungen darstellt. RR; 

Man findet das gesuchte Gesetz leicht mittels der in $8 
eingeführten Annahme statistischer Unabhängigkeit aller feiern 
Elektronengeschwindigkeiten voneinander. Ihr zufolge ist 
die „Wahrscheinlichkeit‘‘ W oder relative Dauer des Zustandes, _ 
daß von irgendwelchen 
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freien Elektronen je », beliebige eine Geschwindigkeit », haben, 
deren Wert in den Bereich v,* bis v,*+dv, fällt, gleich dem 
nach (87) zu bestimmenden Produkt I7{f(v,*) dv,}”. aller 
y Einzelwahrscheinlichkeiten mal der Permutationszahl »! / 7 (»,) 
und folglich: 


In =— 8 Sv, v2? + vIn (/2 dv,) + In(v!) — (e,)), 


wobei alle Bereiche (dv,) als gleich groß angenommen sind, 
(Die Zahl » braucht keineswegs groß zu sein.) 

Geht man jetzt zu einer anderen Verteilung der » Ge 
schwindigkeitskomponenten », dadurch über, daß man ihr 
sämtlichen Werte um den gleichen Betrag As,’ vermehrt, 
so wächst In W um 


AlnW =— B vq {(v," + A Den? 


Hiernach hängt das Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten 
zweier Geschwindigkeitsverteilungen, die sich lediglich durch 
die Werte: 

PAIN v," 


f v 


und 
ihrer mittleren Geschwindigkeiten unterscheiden, aber die 
gleiche Verteilung der Abweichungen von diesen Werten zeigen, 
außer von 8 und der Anzahl » der Geschwindigkeiten ebenfalls 
nur von den beiden mittleren Geschwindigkeiten ab. Folglich 
verhalten sich die Wahrscheinlichkeiten aller Verteilungen 
von » Geschwindigkeiten v, um einen Mittelwert genau % 
zueinander wie die Wahrscheinlichkeiten der gleichen Ver 
teilungen um einen beliebigen anderen Mittelwert. Das Gesetz 
der Geschwindigkeitsverteilung einer bestimmten Anzahl » freiet 
Elektronen mit gegebener mittlerer Geschwindigkeit s,’, das den 
Durchschnitt aller mit ihren relativen Wahrscheinlichkeiten 
belasteten Einzelverteilungen bildet, kann demnach nur durch 
eine Funktion der Abweichung der Einzelgeschwindigkeit vom 
Mittelwert 

(d, Bg ) 


mit den Parametern » und ß dargestellt werden. 


Wendet man dies Ergebnis auf den besonderen Fall eine 
unendlich kleinen Änderung ds,’ aller », an, die von einem 
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äußeren elektrischen Felde €, in einem Zeitelement dr erzeugt 
sei, und wählt zugleich die » Elektronen so, daß sie die freien 
Elektronen eines selbständigen Vereins bilden, »=N,, so 
folgt, daß auch der innere, durch die Verteilung aller Einzel- 
geschwindigkeiten gegebene Zustand eines Elektronenvereins durch 
die Wirkung von ©, während dr im Durchschnitt (genommen 
über unendlich viele unabhängige Vereine) in derselben Weise 
verändert wird wie bei einer zufälligen Schwankung von s,' um 
das gleiche ds,’. Damit dürfte die grundlegende Annahme 
des $ 4, daß die (mittlere) Nachwirkung der beiden Änderungs- 
weisen von s,' die gleiche sei, hinreichend gerechtfertigt sein. 


§11. Die Funktion 9 (v,—s,’) ist dadurch bestimmt, 
daß die Gesamtheit der bei den verschiedenen Werten von s,' 
auftretenden Einzelgeschwindigkeiten v, die Verteilung (87) 
zigen muß, während die relative Häufigkeit der s/-Werte __ 
für Elektronenvereine, » = N,, durch (84) gegeben ist. 

Es gilt somit, identisch in »,: er 


ay 


N,» 


md durch keine zweite, da die Differenz zweier Lösungen 
tach der in $ 9 angewandten Schlußweise verschwinden muß. 
Auch bei gegebenem s,’ und damit gegebener Vereins- 
geschwindigkeit s’ hat also das Verteilungsgesetz der einzelnen 
Blektronengeschwindigkeiten die Maxwellsche Form; nur 
legt der Mittelpunkt der Verteilung natürlich in v,=5,.. 
Außerdem ist gegenüber dem ohne Nebenbedingung geltenden 
Gesetz (37) die Streuung (d.h. der mittlere Betrag der Ab- 
Wichungen vom Mittelwert) im Verhältnis YN,—1:YN, 
gringer. Für den kleinstmöglichen (festen) Wert 1 von N, 
wird die Streuung gleich Null, die Verteilungsfunktion » artet 
as, Der einzige Geschwindigkeitswert v, muß eben gleich 
4 sein und die Verteilung (34) der s,’ fällt demgemäß für 
N,=1 zusammen mit der Verteilung (87) der vu. 2 
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IV. Einführung der Verteilungsgesetze in die Ausdrücke 
der Leitfähigkeit. Ein Anwendungsbeispiel. 

$ 12. Bei gegebenen Gesetzen der Molekülwirkungen auf 
die Leitungselektronen können nunmehr die allgemeinen Aus. 
drücke des $5 für die Leitfähigkeit ausgewertet werden. 

Zunächst ist die Verteilungsfunktion (31) der s’ oder 
besser die der s,’, Gleichung (34), in (11) und (12) einzusetzen, 
Dabei werde zugleich statt des mittleren Weges L aller Vereins. 
elektronen der mittlere Weg L, (s,’) der freien allein mittels 


r 


N 
(39) L, (s/) N, L Pe 


= 3 
und mittels (33) seine Ableitung: q 
aL, 


eingeführt. Gemäß der Voraussetzung des $1 ist hier der 
Beitrag der gebundenen Elektronen zur Wegsumme gleich 
Null gesetzt. 


Aus (11) wird: . 
| 

(lla) fas, -e 


aus (12): 


e 2 3 , ? 
und aus (13): u 
=n. (de 
(13a) x=n, (5 
Es soll jetzt gezeigt werden, daß die Gültigkeit der oben 
stehenden Gleichungen für x nicht mehr auf Elektronenvereint 
beschränkt ist, die groß genug sind, um das früher [dure 
Gleichung (1)] vorausgesetzte feste Verhältnis von N, zul 
zu gewährleisten; vielmehr ist N, in (11a) und (12a) nad 
unten nur noch durch die unvermeidliche Forderung de 
Selbständigkeit der Elektronenvereine (§ 1) beschränkt!), voraus 
gesetzt, daß das Maxwellsche Verteilungsgesetz (37) für di 
Einzelgeschwindigkeiten der freien Elektronen erfüllt ist um 


1) Natürlich muß sein 
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diese Geschwindigkeiten durchweg statistisch unabhängig von- 
einander sind. Zum Beweise genügt es, die Gleichheit eines 
der ersten zwei Ausdrücke für x, es sei (12a), mit dem letzten 
darzutun, da dieser sich nur auf unendliche N, bezieht und 
die Verwandlung von (12a) und (11a) nach $ 5 nur das, sicher- 
lich eintretende, Verschwinden von L,-w, mit s,’ > oo er- 
fordert.) Von dem Verteilungsgesetz (37) ausgehend, das 
theoretisch ohnehin den Strahlungsgesetzen langer Wellen 
voransteht, gelangt man zunächst, die Unabhängigkeit der 
Elektronengeschwindigkeiten benutzend, leicht zu den Ver- 
teilungsgesetzen (35) und (34) für S’ und s,’.2) Diese Gesetze 
folgen jetzt aber für ganz beliebige (positive) ganzzahlige N,. 


Denkt man sich nun » selbständige Elektronenvereine, 
die in einem bestimmten Augenblick, t=0, je N, freie Elek- 
tronen — bei beliebigen Werten von N — haben und zugleich, 
in einem hinreichend, wenn auch nur in einer Richtung, aus- 
gedehnten Leiter, zusammen einen großen Verein mit »-N, 
freien Elektronen bilden, so ist die Geschwindigkeit 8," des 
großen Vereins zur Zeit t=O das arithmetische Mittel aus 
den » gleichzeitigen Geschwindigkeiten s,’ der kleinen Vereine 


md der mittlere Weg L, (s,’) jenes bei gegebenem s,’, 
gleich dem Mittel aus den » mittleren Wegen L, (s,') dieser), 
gebildet unter der Bedingung, daß ihre im übrigen beliebigen 


Anfangsgeschwindigkeiten s,’ den Mittelwert s,’ haben. Zur 
Ausführung dieser Mittelwertbildung über die L, braucht 


man also das Verteilungsgesetz der s,’ bei gegebenem s,’. 
Dieses Gesetz ist aus dem ohne Nebenbedingung geltenden 
Verteilungsgesetz (34) der s,’ ebenso abzuleiten, wie in § 10 
md § 11 aus dem Maxwellschen Gesetz (37); das Verteilungs- 
gesetz (38) für N, Einzelgeschwindigkeiten v, mit gegebenem 


1) Anderenfalls müßte der mittlere Weg L, mindestens wie ey i: 
wendlich werden. 
2) Setzt man in den Integranden von (36) den Ausdruck (35) fiir 
de Funktion Wy, ein, so erhält man durch Ausrechnung mittels (37) 
in entsprechenden Ausdruck für Wy,+1- Und da für N,=1 (35) 
i (37) übergeht, so ist damit durch vollständige Induktion (35), also auch 
(4), bewiesen. 

3) Darin, daß jedes Z, nur von dem einen zugehörigen s,’ abhängt» 
vind die vorausgesetzte Selbständigkeit der » einzelnen Vereine wirksam. 


| 


= 
; 
: 
— 
> 
7 I 
A 
J 
> 
A % 
aft 
er 
“hea 
ee 
= 
2 


Mittelwert s,’ abgeleitet wurde, nur ist N, durch », b, durch s/, 


s,' durch s,' und f durch N,-ß zu ersetzen. So erhält man 
aus (38) als die gesuchte Verteilungsfunktion: 


. .e 
v-1 
und mit ihr: r 


Hieraus aber folgt, wenn man » unendlich werden und 
damit L, in L,oo übergehen läßt und die Ableitung nach s/ 
für s,/ =0 bildet, unter Änderung des nunmehr belanglosen 
Argumentzeichens s,’ links in s,’: 


und damit unmittelbar die zu beweisende Gleichheit der Aus 
drücke (12a) und (13a). 

Man kann offensichtlich von (lla) und (12a) zu den 
ursprünglichen Gleichungen (11) und (12) mit dem Ausdruck 
(31) für w (s’) allein mittels (83) und (39) zurückkehren. Dabei 
ist aber folgendes zu beachten. Wenn, .bei kleinem N, und N, 
das Verhältnis der gebundenen zu den freien Vereinselektronen 
(bei festem N) ein schwankendes ist, so kann die Funktion (81), 
die aus dem Verteilungsgesetz (34) der s,’ durch Verkleinerung 
aller Argumente in dem gleichen Verhältnis N,/N und die 
entsprechende aus (3) folgende Vergrößerung aller Funktions 
werte entsteht, nicht mehr allgemein das Verteilungsgesetz 
der s’ darstellen. Das ist besonders deutlich in dem Fall, 
daß die Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Gebundenseins 
aller N Vereinselektronen und damit — wenn Gebundensein 
Ruhe bedeutet — die Wahrscheinlichkeit des einen Wertes 
Null von s’ größer als Null ist. Ebenso würde L (s’), mittels 
(39) aus L, (s,’) berechnet, nicht mehr allgemein der mittlere 
Weg eines Vereins von gerade N Leitungselektronen sei; 
denn L, gilt für ein bestimmtes N,. 

Für hinreichend große Elektronenvereine mit festem N,/N 
verschwinden diese Schwierigkeiten und die Gleichungen (N) 
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und (12) mit der Verteilungsfunktion (81) werden den neuen 
Ausdrücken (11a) und (12a) gleichwertig, wie es (13) zu (18a) 
stets ist. 


§ 13. Als Beispiel für die Anwendung der letzten Glei- 
chungen für x diene der oft behandelte Fall, daß bei isotroper 
Maxwellscher Geschwindigkeitsverteilung die freien Elektronen 
jedes Geschwindigkeitsbereichs nach kräftefrei durchlaufenen 
Wegen, deren mittlere Länge — von den zufälligen Anfangs- 
lagen der Elektronen aus gemessen — für alle Geschwindig- 
keiten die gleiche, 1/2, ist, Zusammenstöße mit Körpermolekülen 
erleiden, aus denen sie sofort (N = N,) oder nach irgendwelchen 
Bindungszeiten (N > N,) ohne Vorzugsrichtung ihrer Ge- 
schwindigkeiten hervorgehen. 

Sind », und », die zu », senkrechten Geschwindigkeits- 
komponenten, so fällt bei gegebenem s,’ nach (88) i 
Bereich dv, dv, dv, der Bruchteil: : 


N, 
P dv, dv, dv, 


der freien Elektronen. Die Elektronen dieses Bereichs legen 
im Mittel den Weg 1/2 in ihrer Bewegungsrichtung, somit in 


ler s-Richtung den mittleren Weg: 


(v = + v,? + 


mrick. Das Gesenntenittel L, des Weges der freien Elektronen 
inder s-Richtung ist demnach: 


Am einfachsten läßt sich hiermit x nach (13a) berechnen. 
Man hat sofort: 


0 8; s,/=0 y 

- 


Dies geht, da »,? im Mittel über alle Geschwindigkeits- 
fichtungen bei gegebenem » gleich v2/8 ist, in eine einfaches 
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Integral nach v über, 
ausgewertet: 


das nach einer bekannten Fe 


(See) 
ergibt. Hieraus folgt mit (32): 
4 yr eel = 


V2xmkT 


wie bereits von H. A. Lorentz unter gleichen Voraussetzungen 
gefunden.?) 

Das beim Einsetzen des Ausdrucks für L, in (12a) ent 
stehende vierfache Integral läßt sich ebenfalls ohne Schwierig- 
keit ausführen.2) Nach einiger Rechnung erhält man für « 
wieder das obenstehende Ergebnis. Damit ist dann zugleich 
die Unabhängigkeit des Ausdrucks (12a) von der Zahl N, 
(zwischen 1 und oo) bestätigt.®) 


Schluß. Die Durchrechnung des obigen Beispiels bedeutet, 
da die zugrunde liegenden Voraussetzungen in der Wirklieh- 
keit anscheinend nicht erfüllt sind, für die vorher abgeleiteten, 
weit allgemeiner geltenden Ausdrücke der Leitfähigkeit nur 
eine Probe auf ihre mathematisch formale Richtigkeit. Eine 
sachliche Bestätigung für sie liegt dagegen in dem oben ($$ 6—9} 


dargestellten Zusammenhange, der durch sie zwischen den 
bewährten und wohlbegründeten Gesetzen der Strahlung 
1) Vgl. z. B. L. Boltzmann, Vorlesungen über Gastheorie |, 


§ 7, Gl. (39). 

2) = A. Lorentz, Versl. Amsterdam 13. S. 503. 1905. 

3) Man integriere nach (unbedenklicher) Veränderung der Integrations- 
folge zuerst nach s,’, wobei es praktisch ist, s,’ — v,/N, als Integrations- 
veränderliche zu benutzen. 

4) Für N,= 1 entartet der vorher abgeleitete Ausdruck für L; 
Statt seiner findet man, da jetzt »,= s,’ und die Verteilung der Werte 
von vd, und y, durch die Funktion: 

[4 + v2) 
7 


gegeben ist, den Ausdruck: 


Let 
e 


Petey in (2a) eingesetzt, wieder zu dem früheren Ergebnisse führt. Es 
besteht also selbst für N,— 1 durchaus keine einfache Beziehung zwischen 
dem mittleren Vereinswege L,(s,‘) und der „mittleren freien Weglänge“ I. 


mit = Vv + s/*, 
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|) | langer Wellen einerseits und der Geschwindigkeitsverteilung (37) 
der freien Elektronen andererseits hergestellt wird. Dieser 
Zusammenhang ist fest genug, um eine Bestimmung der Leit- 
fähigkeit durch die genannten Gesetze allein zu tragen. Leitet 
man nämlich, wie in $12 (8.211, Anm. 2) angedeutet, aus 
dem Maxwellschen Gesetz (37) die Verteilung (34) der s,’- 
Werte ab und aus ihr mittels (33) die Verteilungsfunktion (31) 
von s’ und setzt diese in den unabhängig von der Darstellung 
Sen | der Leitfähigkeit in $ 6 entwickelten Ausdruck (24) von E, 
en, so bestimmen Rayleighsches und Kirchhoffsches 
Gesetz [(28) und (29)] eindeutig das Absorptionsvermégen 
mg A und damit nach (26) die Leitfähigkeit, natürlich zunächst 
t *} in der auf dem umgekehrten Wege benutzten Form (12). 
Jede Anwendung der neuen Ausdrücke für die Leit- 
fähigkeit zu einer Bestimmung ihrer Abhängigkeit von Tem- 
peratur, Stoffbeschaffenheit usw., ebenso wie die Ausdehnung 
ıtet, | der Theorie auf thermoelektrische oder galvanomagnetische 
liche # Erscheinungen würde mehr ins einzelne gehende und erst 
ten, Fam Erfolg zu bewährende Annahmen über die Wirkungen 
nur | der Körpermoleküle auf die Leitungselektronen erfordern. 
Eine | Dringender nötig indessen als die Aufstellung soleher Annahmen 
—§} | - an denen es ohnedies nicht mangelt — scheint es mir zu 
den § #in, die hier vorgelegte Theorie der Leitfähigkeit an der Er- 
lung | scheinung der Supraleitfähigkeit zu erproben, die am meisten 
gegen die alles übrige tragende Grundannahme ungeordnet 
bewegter Leitungselektronen zu sprechen scheint.!) Eine 
demnächst erscheinende Untersuchung widerspricht diesem 
tions | heine. Die in ihr aufgestellten notwendigen und hinreiehenden 
tions- | Bedingungen der Supraleitfähigkeit geben zugleich feste Richt- 
inien für den weiteren Ausbau der Anschauungen über den 
2 = Vorgang der Elektrizitätsleitung durch Elektronen. : 
> Königsberg i. Pr., den 16. November 1923. ee 


1) Vgl. z. B. den Bericht von R. Seeliger, Enz. Math. Wiss. Bd. V, 2. 
Heft 5. S. 777 ff. 
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2. Die Tammannschen Resistenzgrenzen und die 
Atomverteilung der metallischen Mischkristalle; 
von @. Borelius. 


1. Einleitung. 


Die Einwirkung chemischer Agentien auf metallische 
Mischkristalle (feste Lösungen), die aus einer angreifbaren 
und einer nicht angreifbaren Komponente bestehen, ist be 
kanntlich von Tammann!) eingehenden experimentellen 
Untersuchungen unterworfen worden. Als wichtiges Beispiel 
eines Teils dieser Untersuchungen geben wir in der Fig.1 
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zwei Versuchsreihen über die Auslösung von Silber aus Gold 
Silberlegierungen durch kochende Salpetersäure wieder. Die 
gestrichelte Kurve bezieht sich auf die Kochdauer 9,5 Stunden, 
die vollgezogene auf 28 Stunden. Im ersten Falle war das 
Material vorher 41 Stunden, im zweiten Falle 111 Stunden 


1) G. Tammann, Die chemischen und galvanischen Eigenschaften 
von Mischkristallreihen und ihre Atomverteilung. Leipzig 1919. 
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bei 820° getempert. Bei gut getempertem Material tritt bei 
langer Kochdauer eine deutliche Einwirkungsgrenze bei 50 Atom- 
prozent hervor. Unter derselben wird das Silber fast gar nicht 
ausgelöst, nach Überschreitung dieser Grenze steigt der aus- 
lösbare Bruchteil des Silbers schnell auf 100 Prozent. Aus den 
fe ¥ Versuchsreihen mit kleinerer Kochdauer meint nun Tam- 
je; 9 mann auch auf die Existenz einer oberen Grenze bei 62,5 Atom- 
prozent schließen zu können. Inwieweit diese Folgerung 
zwingend ist, muß dahingestellt werden. Im folgenden werden __ 
wir mit dem Wort Resistenzgrenze immer die Grenze beginnen- 
der Einwirkung verstehen. 


che Ein zweiter Teil der Tammannschen Untersuchungen =— 
wen} beschäftigt sich mit der Einwirkung soleher Agentien, die mit 

be | der unedlen Komponente der Legierung unlösliche Verbindungen 
lien | Hilden können. Die chemische Einwirkung macht sich hier _ 
pie durch eine Veränderung der Oberfläche bemerkbar, und man 


6° kann durch eine Reihe Legierungen verschiedener Zusammen- _ 
setzung die Lage der Resistenzgrenze feststellen. Auffällig ist = 
dabei die Tatsache, daß die Resistenzgrenzen fast immer bei 
oder in der Nähe von entweder 50 oder 75 Atomproz. der un- | 
edlen Komponente liegen. 2% 
Ähnliche Verhältnisse zeigen sich auch bei den galvanischen 
Eigenschaften der Mischkristallreihen. ue 
Aus der Existenz der scharfen Resistenzgrenzen zieht nun 
Tammann zunächst die wichtige Folgerung, daß in den unter- 
suchten Legierungen bei Zimmertemperatur keine merkliche _ 
Diffusion stattfindet. Dadurch wird die Anwendbarkeit der 
thermodynamischen Betrachtungsweise hier ausgeschaltet, und | 
die atomistischen Betrachtungen werden sehr vereinfacht. Ke 
Für die atomistische Deutung der Erscheinungen hat 
Tammann zwei verschiedene Wege versucht, teils unter dr 
Annahme regelloser Verteilung der beiden Atomarten, teils 
unter der Annahme regelmäßiger Atomverteilung. Da ihm dr 
Gold. | “te Weg nicht zum Ziele führte, hat er seine weiteren theo- u Re 
Die tischen Bemühungen hauptsächlich der regelmäßigen Atom- 
und verteilung zugewandt. 
ur de Wenn ich auch selbst früher!) auf Grund thermoelektrischer = 
kunden Erfahrungen bei Mischkristallreihen eine solche regelmäßige 
Atomverteilung für wahrscheinlich gehalten habe, scheinen = 


a 1) G. Borelius, Ann. d. Phys. 58. S. 615. 1917. 
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mir doch die weiteren Erfahrungen auf diesem Gebiete, die 
durch die Arbeiten von Sedström!) gewonnen sind, mehr 
für die regellose Atomverteilung zu sprechen. Besonders scheint 
der ausgeprägten Weise, in der die in Mischkristallreihen spärlich 
vorkommenden Verbindungen in den Konzentrationsdiagrammen 
gewisser physikalischer Eigenschaften hervortreten, am ein- 
fachsten so erklärt werden zu können, daß bei den Verbindungen 
eine regelmäßige, im allgemeinen aber eine regellose Atom- 
verteilung stattfindet. 

Auch die Kristallanalyse durch Röntgenstrahlen scheint 
zu demselben Resultat zu führen. Eine regelmäßige Atom- 
verteilung, wie sie von Tammann angenommen wird, würde 
sich durch besondere Reflexe kundgeben. Solche Reflexe 
sind aber in einfachen Mischkristallreihen noch nicht gefunden 
worden, obgleich, wie mir durch mündliche Mitteilungen be- 
kannt ist, mehrmals danach gesucht worden ist. 

Diese experimentellen Befunde erwecken Zweifel an der 
Richtigkeit der Tammannschen Behauptung, daß die Be 
sistenzgrenzen nur unter der Annahme regelmäßiger Atom- 
verteilung erklärt werden können. In der Tat ist auch schon 
von Masing?) darauf hingewiesen worden, daß die Resistenz- 
grenzen auch ohne diese Annahme verständlich sein könnten, 
eine Möglichkeit, der wegen dem experimentelen Stand der 
Frage das größte Interesse zugewandt werden muß. 

Da nun Tammann und Masing bei ihren theoretischen 
Untersuchungen über die chemische Einwirkung im Falle un- 
regelmäßiger Atomverteilung beide von derselben sehr wahr- 
scheinlichen Vorstellung ausgehen, daß die chemische Ein- 
wirkung von der Oberfläche aus, längs der Wege benachbarter 
unedler Atome in die Legierung hineindringt, und doch auf 
mathematisch verschiedenem Wege zu diametral verschiedenen 
Resultaten gekommen sind, habe ich nach der Ursache 
zu dieser Divergenz gesucht. Dabei hat sich gezeigt, dab 
gegen die Ausführungen beider Einwände mathematischer 
Art erhoben werden können, so daß die Frage noch nieht 
als beantwortet angesehen werden darf. Ich habe de 
halb, besonders durch die vielversprechenden Resultate von 


1) E. Sedström, Ann. d. Phys. 59. S. 134. 1919, 
suchungen werden in der nächsten Zeit erscheinen. 
2) G. Masing, Zeitschr. f. anorg. u. allg. Chem. 118, S. 293. 1921. 
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Masing angeregt, eine neue Berechnung in näherem Anschluß 
an die oben erwähnten allgemeinen Anschauungen auszuführen 
versucht. Um die bedeutenden mathematischen Schwierig- 
keiten zu vermeiden, ist dabei zunächst der zweidimensionale 
Fall untersucht worden, teilweise mit der Hilfe von Flächen- 
gittermodellen. 


2. Flächengittermodelle. 


Ein quadratisches Gittermodell ist einfach in der Weise _ 
erhalten worden, daß die Ecken eines quadratförmig liniierten _ 
Papiers mit zwei verschiedenen Zeichen in bestimmtem Mengen- — 
verhältnis regellos vermerkt worden sind. Die Auswahl der 
Zeichen wurde mit der 
Hilfe von schwarzen (an- 
gelassenen) und weißen 
(natürlichen) Kugellager- 
kügelehen gemacht. Die 
Kugeln waren in einem 
Glasrohr enthalten, das 
bequem in der Hand 
gehalten werden konnte. 
Nach Schütteln . wurde 
das Rohr senkrecht ge- 
halten, und je nachdem 
eine schwarze oder weiße 
Kugel in den zugespitz- 
ten untersten Teil des 
Rohres hineinfiel, wurde 
ein Zeichen der einen ; 
oder anderen Art auf — 
dem Papiere aufgetragen. Wegen der verschiedenen Glätte 
der beiden Kugelarten war das Mengenverhältnis der Zeichen 
nieht genau durch das der Kugeln bestimmt, sondern mußte 
nachher berechnet werden. ; 

Ein für ausgedehnte, statistische Untersuchungen be- 
quemeres Modell mit dreieckiger Gitteranordnung wurde mit _ 
Hilfe von nebeneinandergeordneten schwarzen und weißen 
Kugellagerkügelehen erhalten. 1600 Kugeln von etwa 3mm _ 
Durchmesser waren auf einem Brett in einem Rahmen ent- 
halten, der oben mit einem Celluloidblatt geschlossen war. Die — 
Seitenstücken des rektangulären Rahmens hatten einen Ab- = 
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stand von 40,5 Kugeldurchmesser, und es gelang durch vor 
sichtiges Schütteln nach einiger Übung sehr leicht, die Kugel 
in 40 Reihen genau zu ordnen. Fig. 2 zeigt eine solche An 
ordnung bei gleicher Zahl der schwarzen und weißen Kugeln, 

Die Schwankungen der Flächendichte der schwarzen und 
weißen Kugeln ist bei einem solchen Modelle sehr auffällig, 
Daß jedoch die Wahrscheinlichkeitsgesetze der vollständigen 
Unordnung mit guter Annäherung erfüllt sind, ist aber durch 
reihenweise Zählung der Kugeln, die allein und in Gruppen 
von zwei und drei Kugeln derselben Art liegen, geprüft worden, 


8. Bemerkungen zu der Untersuchung von Tammann über 
die regellose Atomverteilung.') 

Von der Vorstellung ausgehend, daß die chemische Wirkung 
längs der Wege benachbarter unedler Atome in einen Misch- 
kristall hineindringt, berechnet Tammann die Zahl der m- 
edlen Atome, die nicht angegriffen werden können, weil sie 
sich zwischen edlen Atomen in geschützter Stellung befinden, 
Er nimmt dabei an, daß, wenn 1 unedles Atom durch s—1 
edle geschützt wird, 2 durch 2s — 4, 3 durch 3s — 7 usw. ge 
schützt werden, und berechnet die Wahrscheinlichkeit der ver- 
schiedenen Schutzstellungen aus der Wahrscheinlichkeit der 
günstigen Komplexe mit 1 edles, s— 1 unedle Atome usw, 
Es ist zu bemerken, daß diese Berechnungsweise bei einem 
Atomgitter nur dann eindeutig ist, wenn s — 1 gleich der Zahl 
der gleichgestellten Nachbarn eines Atomes ist, so z. B. went 
bei einem einfach kubischen Gitter s=7 ist. Tammam 
führt die Berechnung für s=5 und s = 6 durch. s=5 ent 
spricht nun den Verhältnissen bei einem quadratischen Flächen- 
gitter, und wir wollen die Tammannsche Berechnungsweis 
an diesem Beispiel weiter diskutieren. Unter der Voraus 
setzung, p und q seien die Molenbrüche der edlen und unedlen 
Atome (p+q=1), erhält Tammann die Wahrscheinlich 
keiten der geschützten unedlen Atome in Gruppen von 1,2 
und 3 zu 


w= pq, w=p'g? und wer 
oder z.B. im Falle p = q =}: 
w, = 0,0312, w, = 0,0089 und 


1) G. Tammann, a. a. O., S.9. 
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Die rasche Abnahme dieser Reihe veranlaßt Tammann die 
weiteren Glieder zu versäumen und die Wahrscheinlichkeit 
eines unedlen Atoms in geschützter Stellung näherungsweise 


gleich 
unig ® Zu=w+tw-+ u; 
ig zu setzen. 


Eine nähere Prüfung der Sache zeigt nun folgendes. 
Erstens ist bei Komplexen mit mehr als einem unedlen Atom 
ypen§ die Möglichkeit der Orientierung der Komplexe in verschiedenen 
den. & Richtungen nicht berücksichtigt worden. In Wirklichkeit 
sollte bei dem Beispiele des quadratischen Flächengitters 


= p*q, == 4p*q? und Ws = 6 p§q* 
kung sein, oder fürp=q=} a 


isch- w, = 0,0812, w,— 0,0156 und u; = 0,0029. 
1 ca | Zweitens entspricht w, nur der Wahrscheinlichkeit eines un- 


edlen Atoms, wenn es eines von drei in eine Reihe gestellten 
geschützten Atomen ist. Es liegt aber kein logischer Grund 
vor, nicht auch die Gruppen von drei winkelgestellten Atomen, 
die von sieben edlen Nachbarn geschützt werden können, mit- 
mrechnen. Die Wahrscheinlichkeit einer Schutzstellung der 
letzten Art wäre u, = 12p7q? = 0,0117. 

Wir würden also eine Reihe erhalten, über deren Konvergenz 
wir gar nichts aussagen dürfen. In der Tat lehrt das Studium 
der Flächengittermodelle, daß Gruppen mit Hunderten von 
Atomen vorkommen können, die von einer ungebrochenen 
Kette aus benachbarten Atomen der anderen Art umschlossen 
sind. Solche Verhältnisse sind an der Fig. 2 zu sehen, sowie 
an den späteren Figg. 4a und 4b. Es scheint kaum möglich, 
eine einfache Definition der Schutzstellung zu finden, die nicht 
auch diese großen Komplexe gleichzeitig mit den kleinen ein- 
"| schließt. Der Tammannsche Ansatz würde, folgerichtig durch- 
geführt, zu einem ganz anderen Resultat geführt haben, als das 
von Tammann erhaltene. 


4. Bemerkungen zu der Arbeit von Masing. A: 
Masing greift das Problem in anderer Weise an, indem == 
. et die Ketten von benachbarten, unedlen Atomen von der 
Oberfläche aus verfolgt. Gehen von den unedlen Atomen der 
Oberflichenschichte N, Wege nach benachbarten uneden 
Annalen der Physik. IV. Folge. 74. 
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Atomen der nächsten Schichte, von hier aus N, Wege zu den 
nächsten unedlen Atomen in beliebigen Richtungen, nur nicht 
direkt zurück, von hier aus weiter N, Wege usw., sucht Masing 
in der Zu- oder Abnahme der N ein Kriterium dafür, ob der 
Mischkristall chemisch angreifbar oder resistent ist. Die Re. 
sistenzgrenze liegt dann bei der Konzentration, für die bei 
großen n N,,,, = N, ist. Bei der Berechnung der Resistenzgrenze, 
die Masing für den Fall eines einfach kubischen Gitters auf 
Grund von Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen durchführt, ist 
erstens ein Fehler wahrscheinlichkeitsrechnerischer Art hinein- 
gekommen, indem die Wahrscheinlichkeiten für das Vorkommen 
eines edlen bzw. unedlen Atoms als Nachbar eines unedlen 
mit den schon erwähnten Bezeichnungen zu 


2p+q 
berechnet werden, während sie in Wirklichkeit einfach p baw, q 
sein sollten. Der Fehler ist mit dem Faktor 2 hineingekommen, 
Zweitens hat Masing nur die Verzweigungen der Ketten und 
ihr Endigen berücksichtigt. Das Ineinandergreifen der Ketten 
wird zwar erwähnt, aber, wie es scheint unter der Annahme, 
daß es auf die Lage der Resistenzgrenzen nicht einwirkt, aus 
der Rechnung fortgelassen. Diese Annahme trifft aber sicher 
nicht zu. Berechnet man z. B. nach der Methode von Masing 
die Resistenzgrenzen bei einem quadratischen bzw. dreieckigen 
Flächengitter, findet man (nach Korrektion für den oben er- 
wähnten Fehler) ihre Lagen bei g=% bzw. q=+, während 
die Grenze für das Hineindringen der Ketten der einen Atomart, 
wie wir später sehen werden, in beiden Fällen bei q = } liegt. 
Betrachten wir die Hypothesen von Tammann und 
Masing als Versuche zu angenäherter Lösung des Problems, 
wie die Ketten benachbarter Atome der einen Art in Misch- 
kristalle mit regelloser Atomverteilung von der Oberfläche 
aus hineindringen, müssen wir also sagen, daß keiner eine 
quantitativ befriedigende Annäherung gefunden hat, wenn 
auch Masing, wie wir später bestätigen können, zu einer 
qualitativ richtigen Auffassung gekommen ist. Eine strenger 
Lösung des Problems wäre vielleicht möglich auf einem der 
Wege, die von Tammann und Masing betreten sind. Doch 
scheinen die mathematischen Te dabei sehr groß 
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5. Berechnungen für das quadratische Flächengitter. 


Wir wollen die Hypothese von der Einwirkung chemischer 
Agentien auf Mischkristalle, die aus einer edlen und einer 
unedlen Atomart in regelloser Verteilung aufgebaut sind, in der 
folgenden Weise formulieren. Ein unedles Atom ist dann in 
angreifbarer Stellung, wenn es durch eine ununterbrochene 
Kette benachbarter, unedler Atome mit der Oberfläche in 
Verbindung steht. Die Anforderungen an die Festigkeit dieser 
Kette können für verschiedene Mischkristalle und Agentien 
verschieden sein. 

Als einfaches Beispiel nehmen wir das quadratische 
Fiächengitter unter der weiteren Voraussetzung, daß die Kette 
einfach durch Atome, die längs den Quadratseiten benachbart 
sind, geschlossen wird. Die Randlinie wählen wir so, daß von 
enem Punkte im Innern des Gitters eine große Zahl ver- 
schiedener Wege über derselben, kleinstmöglichen Zahl von 
Quadratseiten nach dem Rande führen. Dies wird bei einem 
diagonal gestellten Rande erfüllt. Als Annäherungsversuch 
wollen wir dann nur die Wege berücksichtigen, die in möglichst 
wenigen Schritten nach dem Rande führen, d. h. ohne je einen 
Sehritt nach dem Innern zurückzunehmen. Die diagonalen 
Atomreihen bezeichnen wir von dem Rande aus mit 1, 2, 8... 
",n-+1... Die Wahrscheinlichkeit, in einem Gitterpunkte 
nter Reihe ein unedles Atom in angreifbarer Stellung zu 
finden, sei s,. Die Molenbrüche der edlen und unedlen Atome 
seien wie früher p und q. 

Wir können dann in der folgenden Weise eine Beziehung 
zwischen s,,, und s, aufstellen. Damit ein Atom in der (n + 1)ten 
Reihe angreifbar sein soll, muß es zunächst ein unedles Atom 

(Wahrscheinlichkeit hierfür q) und weiter müssen die 
Nachbaratome in der nten Reihe entweder beide in angreif- 
barer Stellung sein (Wahrscheinlichkeit hierfür s?), oder auch 
muß das eine angreifbar, das andere nicht angreifbar sein 
(Wahrscheinlichkeit hierfür 2s [1 — s]). Nach den Gesetzen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung ergibt sich somit die Be- 
nehung 
(1) = + 28, (1 — ] = — 5) - 

Durch diese Formel und die Randbedingung %=4q sind die — 
&4-Werte bestimmt, und es läßt sich zeigen, daß sie mit wachsen- 
dem n die Grenzwerte annehmen: ae RE 
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Wir betrachten zuerst den Fall 0=q< 0,5. F 
und alle kleineren positiven s,-Werte gilt 


r 
und also auch 

ak 


oder wegen (1) 
(3°) 


Die s, müssen deshalb mit wachsendem n positiv bleiben und 
wenigstens ebenso schnell abnehmen wie die Glieder einer 
geometrischen Reihe mit dem Quotienten 2q (<1). Damit 
ist bewiesen. 

Im Falle 0,5 <gq=1 setzen wir 


(4) 5, = 2 — A, 
und erhalten durch Einsetzen in (1) nach Umformung 
(5) Anti = 4n[2(1 — — - 
Für A, und alle kleineren positiven A„-Werte gilt 
(6) 0 =2(1 — q) — 94, — 9g). 


pr [Man erhält nämlich durch Einsetzen von 4,= q + 1/q —% 


Aus (6’) folgt 

(6°) 0S[2(1 — q) — q4,]4, S 2(1 g)A , 
oder wegen (5) 
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Die 4, müssen also mit wachsendem n positiv bleiben und 
wenigstens ebenso schnell abnehmen wie die Glieder einer 
geometrischen Reihe mit dem Quotienten 2(1 — q) (< 1), und 


wir erhalten aus (4) die Beziehung 2) 
got 


=2——, 
q 


die zu beweisen war. 
Aus (2) ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, daß ein un- 
edles Atom im Innern des Flächengitters sich in angreifbarer 


Stellung befindet zu 
fiir 
einer 
amit | Diese Größe ist in der Fig. 3 durch die Kurve abed als 
Funktion von q dargestellt worden 
f | 
j 
; 


Fig. 8. 

Wir haben aber die Berechnung der Zahl der angreifbaren 
Mtome nur näherungsweise durchgeführt, und es fragt sich, 
we die Kurve liegen würde, wenn alle möglichen Wege in die 
Bechnung aufgenommen wären. In der Tat läßt sich nun 
Migen, daß wir eine sehr befriedigende Näherung gefunden 
Die wirkliche Kurve muß zwischen der angenähert 


haben. 
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berechneten Kurve abed und der gebrochenen Linie abfd 
liegen. Einerseits muß sie nämlich oberhalb abed liegen, weil 
wir nur einen Teil der angreifbaren Atome mitgerechnet haben, 
Andererseits muß sie bei q = 0,5 zu Null gehen, was aus de 
folgenden Überlegung hervorgeht. Da für q> 0,5 Kette 
aus unedlen Atomen das Gitter beliebig weit durchsetzen, 
müssen für q < 0,5 aus Symmetriegründen ebensolche Ketten 
aus edlen Atomen bestehen. Weit von dem Rande, wo keim 
Richtung als bevorzugt angesehen werden kann, müssen die 
Ketten ein Netz bilden, und da ein solches Netz aus der einen 
Atomart ein ähnliches aus der anderen ausschließt, können 
bei q = 0,5, wo völlige Symmetrie in bezug auf beide Atom 
arten herrschen muß, überhaupt keine Ketten weit vom Rand 
hervordringen. 

Für das Dreieckgitter können ähnliche Überlegungen an 
gestellt werden wie für das quadratische. Man kommt auch 
hier zu dem Resultat, daß der angreifbare Bruchteil der w- 
edlen Atome im Innern des Gitters durch eine Kurve zwischen 
abed und abfd in der Figur dargestellt wird. Nur muß diee 
Kurve hier näher abfd liegen als beim quadratischen Gitter, 
weil hier noch mehrere Möglichkeiten zu Kettenverbindunge 
mit dem Rande bestehen. 


6. Versuche mit Flächengittermodellen. 


Das Resultat der Überlegungen im vorigen Abschnitt, 
daß die Zahl der angreifbaren Atome im Innern des Flächen 
gitters, wenn die Zahl der unedlen Atome 50 Proz. überschreitet, 
schnell von Null zu großen Werten ansteigt, ist durch Modell- 
versuche bestätigt worden, und ich werde hier zur Erläuterung 
der Sache zwei solche mitteilen. 

Fig. 4 zeigt bei einem quadratischen Flächengitter mit 
einer Kantenlänge von 85 Gitterpunkten die Zahl der Atome 
in angreifbarer Stellung, teils (in a) wenn 48,6 Proz. unedle 
Atome vorhanden sind, teils (in b) wenn die übrigen (56,4 Proz.) 
als unedel betrachtet werden. 

Mit dem Kugelgittermodell sind Versuche mit 45, 415 
und 50 Proz. weißen Kugeln, d.h. 55, 52,5 und 50 Pros 
schwarzen, angestellt worden. Bei jeder Einstellung de 
Gitters ist die Zahl der weißen und schwarzen Kugeln in det 
10., 20. und 80. Reihe von oben bzw. unten, die mit dem oberen 
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Fig. 4a. ER 


bzw. unteren Rande durch ununterbrochene Ketten benach- 
barter Kugeln derselben Art in Verbindung standen, berechnet 
worden. Die aus je 50 Einzelwerten gebildeten Mittelwerte 


70 


der Prozentzahl der Kugeln in angreifbarer Stellung sind j in 
der Fig. 5 eingezeichnet. Sie geben die starke Zunahme des 
Eindringungsvermögens der Ketten um 50 Proz. deutlich 
zu erkennen. 


7. Die Ausbildung der Ketten unedler Atome im Raumgitter. 


Die von Tammann zuerst gemachte Annahme, daß die 
Wirkung chemischer Agentien längs Ketten aus aneinander 
liegenden unedlen Atomen in die Mischkristalle hineindringen, 
führt also, wie wir im vereinfachten Falle des Flächengitten 
und unter der einfachst möglichen Annahme über die Struktar 
der Ketten gesehen haben, zu Resultaten, die mit den exper 
mentellen Ergebnissen Tammanns qualitativ sehr schön 
übereinstimmen. Es wäre natürlich von größtem Interesse, 
wenn die Berechnung auf die in Wirklichkeit vorkommenden 
Raumgitter ausgedehnt werden könnte, und wenn hier, dureh 
geeignete Annahmen über die Struktur der chemisch wirk- 
samen Ketten, betreffend die Lagen der Resistenzgrenzen 
auch quantitative Übereinstimmung mit dem Experiment 
erreicht werden könnte. Hier stehen aber noch ungelöste mathe- 
matische Schwierigkeiten eı entgegen. ay # 
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Nur unter der einfachsten Voraussetzung, daß ein einfaches 
Aneinanderliegen der unedlen Atome genügt, um die chemische 
Wirkung weiterzuführen, scheint beim raumzentrierten und 
flächenzentrierten kubischen Gitter eine angenäherte Be- 
rechnung in Analogie mit der beim Flächengitter ausgeführt 
werden zu können. 

Als geeignete Oberfläche nehmen wir dabei die Ebene der 
Kubusseiten. Fig. 6a und 6b zeigen bei senkrechtem Anblick 
die Anordnung der Atome in zwei benachbarten Atomschichten. 


° 

° 

° 
+ 0+ 0 + 0 + 
+0 +0+0 + 


+0+0+o 


+ 
o + © 


Die Atome der beiden Schichten sind mit verschiedenen 
Zeiehen angegeben. Jedes Atom hat in der nächsten Schichte 
ver Atome in kürzestem Abstand. Im flächenzentrierten 
Gitter hat jedes Atom dazu noch vier ebenso nahe Atome in 
derselben Schichte. Annäherungsweise wollen wir wieder nur 
tie Zahl (s,) der unedlen Atome in der nten Schichte mit in 
Rechnung nehmen, die durch (n — 1)-stufige Ketten unedler 
ätome mit der Oberfläche in Verbindung stehen. Die Wahr- 
sheinlichkeit, daß ein unedles Atom in der (n + 1)-ten Schichte 
indieser Weise mit der Oberfläche verbunden ist, setzt sich dann 
ais den beiden Wahrscheinlichkeiten zusammen, daß es selbst 
nunedles Atom ist (q) und daß wenigstens eines seiner Nachbar- 
tome in der nten Schichte schon mit der Oberfläche Ver- 
hat [1 — (1 — s,)*]. Wir erhalten somit die Formel: 


Sn+ = (1— (1 Sn)*) - 


ih Überlegungen, auf die hier nicht näher eingegangen 
werden soll, läßt sich dann zeigen, daß s,/q, wenn n wächst, 
ner Grenze zustrebt, die durch die gestrichelte Kurve aghd 
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in Fig.3 als Funktion von q dargestellt wird. Die berechnete 
Resistenzgrenze liegt bei q = 0,25. 

Um zu den beobachteten Resistenzgrenzen bei g=0/ 
bzw. q = 0,75 zu gelangen, wird man also jedenfalls eine festere 
Struktur der die chemische Wirkung fortleitenden Ketten 
annehmen müssen. Inwieweit vollständige quantitative Über. 
einstimmung in dieser Weise zu erreichen ist, dürfte erst durch 
eine ziemlich ausführliche mathematische Untersuchung ent. 
schieden werden können. 

Zusammenfassend können wir aber schon jetzt sagen, 
daß die Tammannsche Behauptung, daß die Resistenzgrenzen 
bei den Mischkristallen nur mit einer regelmäßigen Atom- 
verteilung vertragbar sein sollten, als unbegründet erscheint, 
und daß vielmehr Tammanns eigene Ansätze, folgerichtig 
durchgeführt, schon ausreichen, um auch im Falle unregé- 
mäßiger Atomverteilung die experimentellen Erfahrungen jeden- 
falls qualitativ gut zu erklären. 


Stockholm, Physikal. Institut der Techn. Hochschul, 
Dezember 1993. 


(Eingegangen 12. 1923.) 
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Schon Mandelstam!) hat darauf hingewiesen, daß die 
ebene Oberfläche einer Flüssigkeit oder die Grenzfläche zweier 
sich nicht in allen Verhältnissen mischenden Flüssigkeiten in- 
| bie der thermischen Agitation rauh sein und infolgedessen 
Licht diffus reflektieren muß. Jedoch gelang es ihm nicht, 
das Problem vollständig zu behandeln. 

Das ist aber beim Quecksilber, wenn wir es als vollständig 
tflektierend auffassen können?), leicht möglich und soll im 
folgenden durchgeführt werden, während wir uns die Grenz- 
fiche zweier durchsichtigen Medien für später vorbehalten. 
Es sei erwähnt, daß nach einer beiläufigen Bemerkung 
wn Jentzsch?) ein Quecksilberhorizont oder die Oberfläche 
tiner flüssigen Metallegierung tatsächlich diffus reflektiert, so 
daß man die Stelle, wo ein Lichtbündel auftrifft, recht deutlich 
sieht, auch dann, wenn sich das Auge weit außerhalb der 
Einfallsebene befindet. 


§ 1. Statistischer Teil. 


In dem statistischen Teil unseres Problems, können wir 
us im wesentlichen an die Ausführungen von Mandelstam 
halten. 

Die Quecksilberoberfläche sei die Ebene z = 0, falls wir 
wn der Rauhigkeit absehen können, und zwar sei die positive 
Achse in die angrenzende Luft gerichtet. 


1) L. Mandelstam, Ann. d. Phys. 41. S. 609. 1913. 9 Sr 
2) Allerdings reflektiert Quecksilber tatsächlich nur ungefähr 75 Proz. 
der einfallenden Strahlung. 
8) F. Jentzsch, Ann. d. Phys. 39. S. 997. 1912. 
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Infolge der thermischen Agitation wird sich die » Oberfläche 
deformieren, und ihre Punkte werden in einem gegebenen Mo- 
ment durch eine Gleichung der Form ni 
(1) 
angebbar sein. 

Die von der Schwere herrührende potentielle Energi 8, 
welche dieser Deformation entspricht, ist 


ö 

(2) U, f | 
wo ö die Dichte, g die Erdbeschleunigung bedeutet. 
Ist ferner y die Kapillarkonstante, dS ein Element der 
deformierten Oberfläche mit der äußeren Normalen n, welches 

dxdy zur Projektion auf die Ebene z = 0 hat,’ so ist 

2 


Cos (N, x) Oy 


und sind 35 Ke klein gegen 1, so ist die Zunahme der 


Oberfläche ee der Deformation 
at at 
+ 
so daß die von der Kapillarkonstanten herrührende potentielle 
Energie den Wert hat: Er. 


Wir entwickeln nun die Deformation £ in dem Quadra 
0<z<L;0<y<Z in die folgende Fouriersche Reihe 


x y 


e=0 o=0 


und bemerken, daß B,, = 0 ist, da = 0 ist. 

Setzen wir diesen Wert aus (4) in (2) und (3) ein, so er- 
halten wir wegen der Orthogonalitätseigenschaften des Kosinus 
und Sinus 


(6) 
ı 

(6) 09 BR, 
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Das Glied mit Bj, ist, wie bemerkt, Null. Die Glieder 
mit B3, und B}.sind doppelt so groß, als in (5) und (6) an- 
gegeben ist, doch verzichten wir der einfacheren Schreibweise 
wegen darauf, das besonders in den Formeln auszudrücken, 
zumal wir sehen werden, daß eine fehlerhafte Bestimmung 
einiger Glieder der Reihe auf unser Resultat keinen Ein- 
fiuß hat. 

Nach dem Grundprinzip der Schwankungstheorie ist der 
Mittelwert jeden Gliedes der die Energie darstellenden Summe 


49 


§ 2. Die Formulierung des optischen Problems. 

Eine ebene, linear polarisierte Welle, deren Einfallsebene 
die zz-Ebene sei, wird von der rauhen Oberfläche (1) reflek- _ 
tiert werden, und zwar so, daß der elektrische Vektor in der _ 
Luft an der Oberfläche in die Richtung der Normalen fällt, 
während im Quecksilber kein Feld vorhanden ist, da wir das 
Metall als vollkommen reflektierend ansehen. ne 

In Formeln: ws 

E, cos (n,z) — E, cos (n,y)= 0, i BR 
(9) fir z={&: E, cos (n,2) — E, cos (n,z)= 0, 
E, cos (n,y) — E, cos (n, x) = 0. 

Nun ist aber bis auf zu vernachlässigende Größen zweiter 

Ordnung 


ö 
cos (n, z) = — st ; cos (n, y) =— rE 000 -1, 
also geht (9) über in au. Un 


along. 


~ 
& 
g + } B: 
2 4 eo 
"i 
= 
| 
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U) tur z= 2, 
at 
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Wir zerlegen nun £ in die Summe Ber 


wo E, das bekannte Feld bei einer völlig glatten ebenen Ober. 

fläche ist, während E, das Störungsfeld genannt werden kann, 
Für z=£ gilt nach dem Taylorschen Satze, wenn £ als 

sehr klein gegen die Wellenlänge aufgefaßt werden darf, 


= + (3: 6 Ex, ( 


(388) 


da nach den für die ungestörte Welle geltenden Gren 
bedingungen Z, und Z, fir z = 0 verschwinden. 

Somit folgt aus (10) mit Peteidiiigung ¥ von (11) und (12) 
für z=0: 


(12) 


| 
ax 


Eigentlich gelten diese beiden Gleichungen für s z= £3 aber da 
rechts schon Größen erster Ordnung stehen, so dürfen wir sie 
als für z = 0 gültig ansehen. 

Sind ¢ und seine Ableitungen nach z und y bekannt, % 
stehen rechts gegebene Funktionen. 

Wir haben also ein periodisches Störungsfeld Z,, H, der 
zyklischen Frequenz » im Luftraume (z>0) zu suchen, welches 
den Maxwellschen Gleichungen und den Grenzbedingungen (13) 
für z= 0 genügt sowie im Unendlichen stärker als 1/r ver- 
schwindet. 

Der Eindeutigkeitsbeweis läßt sich in bekannter Weise 
leicht führen, wenn wir der Luft eine wenn auch geringe Ab- 
sorption (d. h. elektrische Leitfähigkeit x) zusprechen, die sie 
ja auch tatsächlich hat. Nachträglich dürfen wir dann zur 
Grenze «= 0 übergehen, da wir praktisch das Feld nur i 
so kleinen Abständen von dem beleuchteten Teile der Ober: 
fläche beobachten, daß diese Absorption noch nicht zur Geltung 
kommt. Dieser Kunstgriff ist notwendig, da bei völligem Fehlen 
von Absorption zwar die Felder im Unendlichen verschwinden 
(nämlich wie 1/r), aber die Gesamtstrahlung durch die unendlich 
große Halbkugel endlich wäre. 
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Wir nehmen also an, daß es zwei verschiedene periodische 
Lösungen des Störungsproblems der Frequenz » gebe, deren 
Differenzenfeld wir mit e, A bezeichnen. 


Dann gilt 2 
(14b) 
ud für z= 0: 
15 =0; = 0. 


Außerdem werden e und A im Unendlichen stärker als 
Ir verschwinden. 


Der Energiesatz liefert für den positiven Halbraum 


19) +rfear= [s.do. 
Hier ist W die dem Differenzenfeld entsprechende elektro- 
magnetische Energie, s = _[e, h] sein Strahlungsvektor. 


Die rechte Seite verschwindet aber wegen der Grenz- 
bedingungen (15) sowie der für r = oo gültigen Bedingungen. 

Integriert man (16) bezüglich der Zeit über eine ganze 
Periode, so ergibt sich im ganzen Raume für alle Zeiten 
¢=0, also muß nach (14b) A von der Zeit unabhängig sein, 
kann also höchstens das stationäre Magnetfeld von Strömen 
ud magnetischen Mengen sein, die sich im negativen Halb- 
mume befinden. Schließen wir somit konstante Glieder in den 
periodischen Lösungen aus, so ist das Störungsfeld tatsächlich 
ändeutig bestimmt. 


Wir können uns mit einer Lösung F,, H, für nicht absor- 
bierende Luft (« = 0) begnügen, die praktisch allein interessiert, 
wenn diese auch der Bedingung im Unendlichen widerspricht; 
denn ersetzen wir in dieser Lösung die reelle Dielektrizitäts- 


tonstante « durch die komplexe s = a gilt die neue 


[sung für nicht verschwindende x und genügt allen Be- 
dingungen, ist also die Lösung des Systems und bleibt es im 
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ug ott § 8. Die Lösung der Gleichungen, 


Trennen wir von Z,, und Z,, den Faktor e‘”* ab und setzen 
(17) 


(A Wellenlänge), so genügen beide Komponenten bekanntlich 
der partiellen Differentialgleichung 
(18) 4V+m/V=0. 

Setzen wir nun Z, und Z£,,, die nur für z>0 von Null 
verschieden sind, als ungerade Funktionen in den negativen 
Halbraum fort, so erleiden sie an der Ebene z = 0 die Sprünge 


während die Differentialquotienten nach z (d. h. nach der Nor 
malen der Ebene z = 0) fiir z = 0 stetig bleiben. 

Wir haben also eine Lösung von (18) zu suchen, die im 
ganzen Raum stetig ist, überall stetige Ableitungen hat, im 
Unendlichen wie 1/r verschwindet und für z=0 einen gegebenen 
Sprung erleidet. 
= Das ist aber nach dem Greenschen Satze die Funktion 


1 + e —im 
ie san. 
Fügen wir jetzt den abgetrennten Faktor ei”! wieder hinzu, 


öE+ 

führen rechts anstatt F*eir'— H* die Größe ap durch 

die Beziehung 2 = ein, ersetzen!) durch 
” iv öL 


so ergibt sich 
° -imr 
ku — wi fa 


Oxöt r ’ 


wo do = d£dn ein Element der Ebene z = 0 bedeutet. 


1) In (20) bedeutet vorübergehend ¢ die Normale der Ebene =, 
d.h. wir setzen = « — +(y—n)?+(z- Dieses ¢ ist also nicht 
zu verwechseln mit der x-Koordinate der rauhen Fläche, die wir in den 
88 1 und 2 ebenso bezeichnet haben. Vers 
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Dieser Ausdruck ist aber nach (17) identisch mit 


Et 
ve 1 0° % e 
(21) E,, = - 
te 1 o? Ya e 


Hier sind unter dem Integralzeichen fir ZX und Zi die 
gegebenen Werte aus (13) einzusetzen. 

Damit sind die Lösungen für die z- und y-Komponente 
der elektrischen Feldstärke des Störungsfeldes gefunden. Wir 
modifizieren sie noch ein wenig, indem wir folgendermaßen 
p, und p, als Funktionen von z, y, ¢ definieren. 


1 a P: ( - 2) 


Die z-Komponente von EZ, sowie die Komponenten von 
H, ergeben sich durch folgende Überlegung. 

Bekannte Lösungen der Maxwellschen Gleichungen sind 
ülgende beiden Systeme sowie ihre Superpositionen: = 


ich 
| 
inge 
> 
e im 
Dann nehm 
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hinzu 
; 
durch 
6 
0% 
| 
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Die physikalische Bedeutung dieser beiden Systeme ist 
das Feld magnetischer Dipole, die in der Ebene z = 0 so ver. 
teilt sind, daß in jedem Flächenelement do sich ein Dipol der 
Momentkomponenten p,do, p,do befindet, und deren Achse, 
da p, = 0 ist, parallel dieser Ebene gerichtet ist. Wir können 
y also die Flächendichte des magnetischen Moments oder kun 
die Momentendichte nennen. 

Durch Vergleich der Systeme (25) mit (23) und (24) er. 
geben sich nach Einsetzen der Werte (13) in (23) diese Dipol- 
momente. 

Damit ist die allgemeine Lösung des ganzen Störung» 
feldes vollständig gefunden. 


§ 4. Die Momente der magnetischen Dipole und ihre Strahlung. 

Nach (23) und (13) brauchen wir zur Berechnung der Mo- 
mente der magnetischen Dipole das Feld Z,,H, der ursprüng- 
lichen oder erregenden Welle. Diese sei eben und linear 
polarisiert, ihre Einfallsebene sei die zz-Ebene, so daß 
a = 0 ist, und der Einfallswinkel sei a. 

Wir haben zwei Fälle zu unterscheiden, 

Erster Fall. Die Polarisationsebene steht senkrecht auf 
der Einfallsebene. Dann gilt für die 


einfallende Welle reflektierte Welle 
E,=—Ccosaq,; H,=0, |E,= Ccosag,; H,=0, 
(26); &,= 0; H,=Cq,,|#,= 9; H, = Cy 
E.=-Csineg,; H,=0 „=-(Csinegq; H,=0 
mit 
zsina — cosa a 2 copa 
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Summieren wir diese beiden Wellen, so erhalten wir für 
z=0 


x sina 


x 
Ey, = 0 
so daß aus (23) und (13) folgt: A 
(29) 


Zweiter Fall. Die Polarisationsebene liegt in der Einfalls- 
ebene. Dann gilt für die 


einfallende Welle reflektierte Welle 4 
E,=0; H,=Deosag, E,=0; H,=Dcosag,, 
(30); 2,=Dq,; H,=0, E,=-Dg; H,=9, 
E,=0; „= -Dsingg,, 


somit für z = 0 


| Rud; we; 

al) 

| = 2imD cos e 
x 


wd nach (23) und (13) 
x sina 
82) ), 


pP, =9. 
Die Feldstärken eines magnetischen Dipols vom Moment ® 
lauten in großer Entfernung vom Dipol 


wo % für das Argument ¢ — = zu nehmen int; also ist uf 
Strahlungsvektor 
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q sei ein Einheitsvektor senkrecht zur 


(34) 


(35) 
so daß 


(86) §2= 


g das Azimut gegen die Einfallsebene. 
In den Analysator legen wir ein 
Koordinatensystem &’, 7’, ¢’, und zwar 
richtung hat, d.h. auf den Beobachter 
und für den Beobachter nach links verl 
nach unten gerichtet ist. Dann sind 
durch folgendes Schema bestimmt. 


| y 


(37) & Yı Ya Vs 
a, =sing, 8, = cos # cos g, 
=—cosy, P,=cos#sinp, 


= r Py (t c 


8. 115 Formeln (h,). 


= 


die von dem Dipol erzeugte Strahlung ist, welche durch einen 
Analysator der Polarisationsrichtung g durchgelassen wird. 
Die Beobachtungsrichtung sei durch die beiden Winkel 
u, festgelegt. i bedeute den Winkel, welchen diese Rich- 
tung mit dem Einfallslot der Quecksilberoberfläche einschließt, 


und der absolute Wert desselben mit Benutzung von (33) | 


Strahlungsrichtung r. 


Dann ist nach bekannten vektoranalytischen Regeln!) 
2 
9, (9; q) = (4; [t, 


m? 


neues rechtwinkliges 
so, daß £’ die Strahl- 
zuweist, horizontal 
äuft, so daß 7’ schief 
die Richtungskosinus 


= sin # cos g, 
= sin sin g, 
= cos 


1) Vgl. z.B. R. Gans, an in die nn aus 4. Aufl. 
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Wir haben also von (29) und (32) die reellen Teile zu nehmen 
und zu summieren. Sodann haben wir aus p, und Py mittels 


(37) p,, und p,, zu berechnen, diese für das Argument ¢ — = 
m bilden und “ue so erhaltenen Werte in (38) einzusetzen. ve Fe 
So wird = 


Py = + Py % = A, sin (¢— 
+ 4, 008 Fine), 
9) 
B, sin v(e— 
— B, cos v(e— fame) 
ce 


mit folgender Bedeutung der 4 und B 


sin cos + sing), 
A, = — (C cos « cos p — D sin g), 
(40) 
B, = sin « cos cos y - sin g), 
B, = — cos «+f cos  (C cos «sing + D cos g). 


Wählen wir nun den Ursprung des Koordinatensystems & 7 
inder Ebene z = 0 so, daß er mit do zusammenfällt, so dürfen 


wir innerhalb do 


autwickeln und mit genügender Genauigkeit 


dt) — 


wizen, wo 7,2 = y?+ z? bedeutet. 
Somit wird 


cos » _ 
£2] 
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(sin # cos p — sin a), 


sin sin 
Für do wählen wir ein sehr kleines Quadrat der Seiten. 
länge /1), (doch sei Z groß gegen A), und erhalten nach (88) 


und (39): 


2 


sin (t+ + A, 
dq, 


m? 


d§ dy. 

In diese Gleichungen setzen wir die Werte für die 4 und B 

aus (40) ein, nachdem wir ¢ durch die Fouriersche Reihe (4) 
ausgedrückt haben. 

Berücksichtigen wir die Beziehungen (vgl. Einstein, a.a.0) 


tt 


SS (c + 7) cos cos v'n d&dn 


3 
I 


00 cos 844), 
Lu 

ff sin (cx + wé +7) sin w’é cos w’n dEdn 


sin (t cos sin v'n d&dn q 

J, ? sine in. 
cos (r + +2), 

wo bare: 

(45) 


1) Wegen dieser Entwicklungen vgl. man A. Einstein, Ann. d 
Phys. 33. S. 1275. 1910. 


(46) 


T is 


(t— 
| 
149) 2n [x \ 
= 
Nun 
0= 
rer 1 
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Sumi 
habe; 
f 
u 


sin 8 = 
. — D cosa sing 
= sin (p +o sin 9) |; 
(46) | m?! do sin 8 
TEP als 
-|- C cos* a sin p — D cos a cos or 
Cn 


at; 
Tist hier eine fiir 


T=t+et+eé + #5 


= 


Nun ist nach (48) und (45) 


= kind 008 y — sin a) — 
ik _ 2L 20 L 
also 
= sind c08p — sina 


oder, da 7 groß gegen A sein soll, und außerdem nur die 
Summenglieder zu (46) beitragen, in denen s, e’ mäßige Werte 
haben, 


» 
St "37 = sind cos — sine, 

#0 

mL 


Mittels dieser Beziehungen, aus denen noch 


Sha 
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= (sin? + sin?« — 2 sin sin & 
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nn. d { sin 
ergeben sich aus (46) folgende quadratische Mittelwerte: 


R. Gans. 


m* 


do? = 

-[D cosa sind” — cos g)}?, 

4 d 2 2 

-[D cos cos + C sing]? 


—— m* e sin’ 
dr = > = 73 cos 


-[D cosa sing + — C08 g)] 
[D cosa cos + C sing]. 


Nach (8) und (47’) ist nun a 
4kT 
6g + — (sin? + sin’ — 2 sine sin cos g) 


Ferner nimmt g von einem Glied der Reihe zum nächsten um 
4oe=1 zu Es ist also nach (45), da mw bei gegebener Rich- 
tung konstant bleibt [vgl. (43)], 


(50) dı=- di=- 

Beide Größen sind unendlich klein, da / klein gegen I 
sein soll. Das bedeutet, daß s und # sich beim Fortschreiten 
von einem Glied der Reihen (48) zum nächsten nur unendlich 
wenig ändern. Ferner ist nach (50) 


4 L? 4 L? 
—ıp 48: 4e = dei=1. 


Mit diesem Faktor dürfen wir also die Reihen (48) multipli- 
zieren und die Summen als Integrale auffassen, die praktisch 
von —0o bis +00 laufen. 


ist, erhalten wir aus (48) mit Beriicksichtigung von ven und 
mit Einführung der neuen Konstanten 

nid 
(51) 


An?y 
(diese Größe « hat natürlich nichts mit dem bisher benutzten ¢ 


(62) 


wert 
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= 2kTdo [D cose sing + C(sina sin — cos g)}* 
yr? + sin? + sin? — 2 sina sind cos® ’ 


$= 2k Tdo [D cos a cos p + C sin p]? cos? > 
59) 7 + sin? + sin? — 2sin« sind cosp ’ 
_ 2kTdo 


[D cosacos + Csing]-[Deosasing + C (sine sind — cosg)] 
+ + — 2 sina sin cos 


Wie man aus der Ableitung leicht erkennt, schadet es 
nichts, was wir bereits in § 1 erwähnten, daß B?,, B?,, Bi, 
nicht durch (49) richtig ausgedriickt sind, denn das kommt 
einfach darauf hinaus, daß der sonst konstante Faktor B?, in 
der -Ebene auf den Linien 


sek 
si 


tatsichlich unstetig ist. Eine solche Unstetigkeit macht sich 
aber bei der Integration über die ss’-Ebene nicht geltend. 
Es möge jetzt die in (51) eingeführte Größe &? abgeschätzt 
werden. Es ist 


ö= 13,55 g/cm’; = 980,6 cm/sec?; y : 
Somit ergibt sich für 
A= 600 pu: = 2,472-10-°, 
= 400 un: = 1,099-10-°, 
dh. & ist äußerst klein und nur zu berücksichtigen, wenn 
der Ausdruck sin? « + sin? — 2sin« sin + cosp in den Nen- 
tem von (52) verschwindet. Das findet aber in der Richtung 
des regulär reflektierten Strahls statt. 


Die Strahlung erhält man aus (52) nach (36), und zwar 
geben 459 und — $3, die horizontal bzw. vertikal po- 
latisierten Anteile. Dabei ist zu unterscheiden, ob das Primär- 
licht der Intensität J, natürlich G = D’ Jy; CD= 0), 
wer senkrecht zur Einfallsebene (@ = I; D= 0) oder 
wrallel derselben (2° - 27; C= 0) linear polarisiert ist. 
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Bemerkenswert ist, daß wegen des äußerst kleinen Wertes 
von s? (das A? proportional ist) die Tyndallstrahlung dem Qua. 
drat der Wellenlänge umgekehrt proportional ist, und nicht, 
wie in allen sonst bekannten Fällen, der 4. Potenz. 

Beobachtet man z. B. in der Hälfte der Einfallsebene, in 
der sich der regulär reflektierte Strahl befindet (9 = 0, aber 
nicht 9 = 2), und ist das Primärlicht etwa im der Einfall. 
ebene linear polarisiert, so ergibt sich für die Intensität des 
zerstreuten Lichts a 

= 


Man erkennt die sehr schnelle Abnahme der Intensität, 
wenn man sich von der Richtung des reflektierten Strahl 
(+ = a) entfernt. 

Ist dagegen unter denselben Bedingungen das Primärlicht 
senkrecht zur Einfallsebene polarisiert, so erhält man die Formel 

4k TJ,do 1-sinesin® 
(63) yr? (sin — sin 

Da man nicht genau in der Richtung des regulär reflek- 
tierten Strahls beobachten kann, darf man in diesen Formeln 
unbedenklich « = 0 setzen. 


4k TJ, do cos? cos? 
(53) J= y rt 8° + (sin a — sin 9)? : 


ae § 5. Polarisationsanalyse des zerstreuten Lichts. 

Um den Polarisationszustand des zerstreuten Lichts fest- 
zustellen, erzeugen wir, unter dem Winkel , gegen die 
Horizontale geneigt (Fig. 1), eine 
Phasenverzögerung eo mittels eines 
Babinetschen Kompensators und 
beobachten durch einen Analysator- 
Nicol, dessen Polarisationsebene # 
gegen die Horizontale die Neigung v 
besitze. 


u 


Nach den Gleichungen (46) hat 
in : § die Form 
| 


§,, = > M,, cos + 4). 
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M,,cosw, + M,,; sin y,) 008 (+ B,—¢ 
= > (- M, ‚sin y, + M,, cos cos (x 


Durch den Analysator geht also die Intensität ay 
+ cos 2, + sin 24) 


(56) cos 2(w— Wy) + (2. cos2 y, — sin 24.) 


2 
‘cose sin2(y—y), 
wenn wir zur Abkürzung setzen 


2. 


67) 
| 


Diese Intensität ist von der Größe der Phasenverschiebung o 
ganz unabhängig, wenn wir wy, bestimmen durch 


2a, 


4. 
(9) 2a,=Psin2y,; a, = Pcos2y,. 
Dann ergibt sich nämlich 


(60) 

ee Pcos*(p— Wo) = N+ Pcos*( (y—w)) 
wenn 
(1) N= Gy, + Ay, — P 


2 

gesetzt wird. yw, ist durch (58) bzw. (59) zweideutig bestimmt. 
Yon diesen beiden Winkeln wählen wir denjenigen, der ein 
positives P ergibt. Dann stellt (60) die Mischung von natür- 
ichem (N) und linear polarisiertem (P) Licht dar, und zwar 
it die PU um 2, gegen die Horizontale 


geneigt. 
P? = (a, — + 4c um (a, + 0)’ — 4 (a, 255 — 
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Da, wie wir sehen werden, a,,4, — a,?>0 ist, so wir 
P<a,+ta,, d.h. N>0. 
Nun folgt aus (52), (54) und (57), daß 


a,, = R'[D cos« sing + C (sine sind — cos 9)]?, 


R. Gans. 


(63) “= = R’ [D cose cos p + C sin p]? cos? F, 
= R’[D cosa sin + C (sina sind — cos g)] 
- [D cos cosp + C sin cos 
mit 
, e 2k Tdo 1 

G6) An gar sin F cosq 

Brster Fall. Natürliches Primirlicht, 
(= Die ** CD-0.) 
ce 
Dann wird 


a,, = R [cos?« sin? p + (sin« sin + — cos p)?], 


(64) a,, = R [cos* cos? p + sin? g] cos? 
“ a,, = Rsin« cos & sin p (sin # — sin a cos p) 
2kT J, do 1 
(64) R + sin’ « + sin? — 2sin a sin cos p 


dy, + 43, = {cos? a cos* F +(1 — sin asin $ c089p)), 
(65) — a,” = R?cos?«cos®?4+ (1—sin«sin cosy)’, 
| P? = R?[cos?« cos? + — 


Da aber 
> co8@ cos” + sine sin cosy S cos(a — F) = 1 
80 iat 
1—sing sin cos p = cosa cosd, 
also 


P= R{(1 —sing sin cos ” — cos? « cos? +} 
J = R |cos?« cos? 
- cos? (wy — 
Der Depolarisationsgrad ist : 


(66) 


co8? « cos? 
(1—sine sin cos g)* 


(1 — sin sin  cosg)*}* 
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Beobachtet man insbesondere in der Einfallsebene, so wird 
g=0 odery=n; a,=0; a,,—a,, = R (sine Fsin®, 
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem g = 0 


oder m ist; w,=0, d.h. die Polarisationsrichtung ist hori- 
2 2 
zontal; A= und da &? zu vernachlässigen 


ist, denn man kann ja nicht genau in der Richtung des re- 
fektierten Strahls beobachten, so sind die Intensitäten des 
natürlichen und des polarisierten Lichts 
2k do cos’a cos?# 2k TJ,do 

(61) Jy (sin « F sin 9)? ’ 

Die Intensität des natürlichen Lichts nimmt schnell ab, wenn 
man sich von der Richtung des reflektierten Strahls entfernt, 
die des polarisierten Lichts bleibt dagegen dabei konstant. 


Zweiter Fall. Senkrecht zur Einfallsebene polarisiertes : 
a, = 2 R (sine sin + — cos p)?, 2 

(68) a, = 2 sin*  cos* #, 

2 R (sin sin — cos cos ah 

Daraus folgt 


— = 0; P= ay, + N=0. 
Dus zerstreute Licht ist rein linear polarisiert. Seine In- 
tensität ist 


4k TJ,do (sine sin — cos + sin? cos? > 
sin? « + sin? $— 2 sin @ sin $ cos 
hh der Einfallsebene wird pay: 
_ 4kTJ,do sine sin \? 
m = 0; yr | 


Dritter Fall. In der Einfallsebene polarisiertes Primär- 
it (C = 0; p= 4,) 


a,, = 2 R cos*a sin’ g, 


10) = 2Rcos*a 

„= 2 cos? a sing cos cost. 
ha, — folgt wieder N = 0, d.h. das Licht in 
Wieder rein polarisiertes der Intensität 


_ 4kTJ,do (1 — sin? 9 eos?) cos? « 


sin? + sin? — 2sine sind cosy ’ 


“or 
rd 
w 
‘<n 
’ 
| 


und bei in der Einfallsebene ergibt sich 
(71) P= 4k TJ, do | cos cos « 


yr? sina F sin > 
§ 6. Die gesamte Lichtzerstreuung. 

Um die durch die Rauhigkeit der Oberfläche ber 

gerufene gesamte Zerstreuung des Lichts, das damit dem re. 

gulär reflektierten Strahl entzogen wird, zu bestimmen, müssen 

wir den Strahlungsvektor S mit r? sinddFdg multiplizieren 
und über die Halbkugel integrieren. 

Zu dem Zweck bedienen wir uns der Beziehungen (84 

und (52), jedoch behandeln wir hier nur den einfachsten Fall, 

daß der Primärstrahl senkrecht auf die Oberfläche auffällt 


(@ = 0) und natürliches Licht ist G = D=- = Jy; CD= 0} 


Den allgemeineren Fall schief einfallender Strahlen werde ich 


demnächst an anderer Stelle veröffentlichen. 
Aus (52) ergibt sich für die Gesamtzerstreuung 
2/2 22 
2k TJ,d 1+ 
4nkTJ,do 0,3862 +c—21n} 
do 
wo 


Wegen der Kleinheit von « haben wir Glieder mit «? und 
#?Ins vernachlässigt und nur Konstante sowie In s beibehalten. 

Auffallend ist die ganz ungewohnte Abhängigkeit von der 
Wellenlänge. 

Für 18° ergibt sich 4 = 1,022.10-15; e = 0,3757. 

So berechnet sich die folgende Tabelle für die Licht- 


zerstreuung 


tierte 

licht 

weni 
diffus 
— 
Luft 

Teil 

silber 

ausge 
hä he 
a 
samts 
licher 
— Diese 
RR af; 
je at (14) 
er. 
also : 
nahe 
oN 
Z Z, ZZ 
| Todo J, do do'do 
5,785 7,556 | 
400 18,42 39,59 8890 
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Die durch Zerstreuung bedingte Schwächung des reflek- 
tierten Strahls ist unmerklich klein. Die sonst für das Tyndall- 
licht so typische Absorption der blauen Töne ist hier viel 
weniger ausgeprägt. 

In der dritten Kolonne haben wir zum Vergleich die 


diffuse Zerstreuung 4. angeschrieben, welche 1 cm? reine 
0 


Luft von 18° bewirkt. Diese nimmt nach dem kurzwelligen 
Teil des Spektrums hin viel schneller zu. In der vierten 
Kolonne schließlich steht das Verhältnis der von 1 cm? Queck- 
slberoberfläche emittierten Strahlung zu der von 1 cm? Luft 
ausgesandten. 

Für die Beobachtung des durch die Rauhigkeit der Ober- 
fiche hervorgerufenen Tyndalleffekts ist jedoch nicht die Ge- 
amtstrahlung maßgebend, sondern die in einen kleinen körper- 
lichen Winkel dQ = sin Pd dp ausgesandte Energieströmung. 
Diese ist nach (72) bei senkrechter Beleuchtung Re 


2kTJ,do 1 + cos* 
(14) dZ= dQ, 


tin Ausdruck, der für kleine 9 äußerst groß wird. Es ist 


ıso zweckmäßig, das Auge der Oberflächennormalen möglichst 
the zu bringen. 


La Plata, Instituto de Fisica, 9, November 1923. ne R 
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4. Die de Sittersche Welt; 
von M.v. Laue und Nikhilranjan Sen. 
Die kugelsymmetrischen Lösungen der Gravitation 
gleichungen für beliebige Tensorkomponenten sind in einer 
früheren Arbeit, die in dieser Zeitschrift erschienen ist’), ge 
geben, und aus diesen Lösungen und den allgemeinen Unstetig. 
keitsbedingungen ist das Schwerefeld einer Kugelschale (mit 
einer Flächenbelegung von Materie) abgeleitet worden. Dabei 
ist aber das A-Glied vollständig vernachlässigt. Die vorliegend 
Arbeit will eine Bemerkung über die de Sittersche Welt 
liefern, die sich aus der Hinzufügung des A-Gliedes ergibt. 
Die kugelsymmetrischen Lösungen der Gravitation 
gleichungen (mit dem A-Glied) im Felde sind bekanntlich 


1 1 
= = Zar), 


1 
het 


wobei « und ß zwei Konstanten sind und g, und g, die fol- 
gende Maßbestimmung 

ds? = g, dt? — g, dr? — r?d@? — r* sin? Ody’? 
definieren. 


Jetzt nehmen wir folgende Formel fiir das Schwerefeld 
einer Kugelschale vom Radius a an: 


ds?’ = (1- - — r?d9? — r? sin? Ody’ 
1-Zır für r<a, 


1) N. Sen, Über die Grenzbedingungen des Schwerefeldes an Un 
stetigkeitsflichen. Ann. d. Phys. 73. 8.365. 1924. 
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Un- 


(94) — (9) = 9, 
um die Konstanten @ und # zu bestimmen. Hier ist unter u 
a+e 


zu verstehen. Dieses ergibt die Maßbestimmung 


dst = (1— Zar?) ar — _ — r* sin? Ody", 
3 (r < a) 
: | 
1- —/a? + 
ds? = 8 (1 ne ~ 


— — r? sin? Ody? 
Rive 
r 3 (r > a) 
fir das Schwerefeld einer Kugelschale vom Radius a. 
Nehmen wir jetzt folgende Transformation vor: 


1- cos? oder r= Vz sin #, (0<r<j/2) 
s0 haben wir in dem Raum innerhalb der Schale (r < a) 
ds? = cos? dt? — (d9* + sin? dO* + sin? sin? Ody’), 


was mit der MaBbestimmung der de Sitterschen Welt voll- 
ständig übereinstimmt. Denken wir jetzt an eine Kugelschale 


vom Radius Vz = +). Fir = ist dh. 


die Aquatorebene + = + fallt mit der Kugelschale r = 1 


zusammen; auf der Schale verschwindet die Lichtgeschwindig- 
keit und das Schwerefeld innerhalb der Hohlkugel stimmt mit 
dem Felde der de Sitterschen Welt überein. 


1) a.a.0. Diese Bedingungen gelten stets, ob man in den Diffe- 
rentialgleichungen des Feldes das A-Glied berücksichtigt oder nicht. 
Annalen der Physik, IV. Folge. 74, 18 
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Was geschieht nun außerhalb der Schale? Dort ist das 
Quadrat der Lichtgeschwindigkeit proportional dem Ausdrucke 


1 2 
1- pa? 1 J 
1— — —Ar?) - 
8 
3 


Nun ist 1- und die Lichtgeschwindigkeit wird 


überall in dem Außenraum verschwinden, wenn wir dafür 
sorgen, daß 


ist. Folglich wird die Maßbestimmung in jedem Punkte außer- 
halb der Kugel singular, innerhalb deren aber herrscht das 
Gravitationsfeld der de Sitterschen Welt. Der sogenannte 
yMassenhorizont“ erscheint als eine Flächenbelegung auf der 
Kugelschale. 

: Man kann somit die de Sittersche Welt auffassen als 
_ Grenzfall des Schwerefeldes im Inneren einer Kugelschale, 


| wenn man deren „Halbmesser“ a = Vz werden läßt. Dabei 


oa ge ist es gleichgültig, welchen Wert man der Massendichte auf 
4 _ der Kugelfläche gibt, wenn man nur irgendeinen positiven 
_Betrag dafür festsetzt. Es ist also auch unmöglich, dem 


sa Massenhorizont eine bestimmte Gesamtmasse zuzuschreiben. 
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A im Spektralbereich von 5782 bis 2442 As 
3 vom Bilfried Quarder. 


(Auszug aus der Breslauer Dissertation.) 


I» Inhalt: $1. Einleitung. — § 2. Auswahl der Methode. — 
a3 | 53. Apparatur. — $ 4. Vorversuche. — $ 5. Gang der Messung. — 
ta § 6. Versuchsergebnisse und ihre Auswertung. — § 7. Zusammenfassung 
und Schluß. 


$1. Für den weiteren Ausbau der Quantentheorie und 
ls | der modernen Atomtheorie ist die genaue Kenntnis der Dis- 
le, | persion von ein- wie auch von mehratomigen Gasen von großer 
Bedeutung. Wenngleich schon zahlreiche Messungen hierüber 
vorliegen, so soll bei der bisher geringen Übereinstimmung der 
uf | einzelnen Ergebnisse auch vorliegende Arbeit einen Beitrag 
en | iefern zu den Dispersionsmessungen vornehmlich im Ultra- 
m violett — einem für Argon noch nicht untersuchten Gebiet. 
Zur Messung der Dispersion von Gasen gibt es in der 
Hauptsache zwei Wege: 

Bei der Prismenmethode wird die durch Druckänderung 
hervorgerufene Dispersionsänderung eines mit dem zu unter- 
suchenden Gase angefüllten Hohlprismas gemessen.!) Wenn- 
gleich diese Methode auch nach verschiedenen Richtungen hin 
wrvollkommnet wurde, so ist doch selbst bei größter Vorsicht 
tie Genauigkeit recht gering. Man verwendet daher nurmehr 
weh die einer unvergleichlich höheren Genauigkeit fähige 
Inierferenzmethode?), die im wesentlichen auf folgendem Ver- 
ihren beruht: In den einen der beiden Strahlengänge eines 
Iterferometers wird das zu untersuchende Gas gebracht, und 


1) Biot et Arago, Mém. de l’Acad. 7. S. 301. 1806; Dulong, 

4m. de Chim. et de Phys. (2) 81. S. 154. 1826; Kayser u. Runge, Ann. 

i Phys. 50. S. 293. 1893; Carnazzi, Il nuovo Cimento (6) S. 385. 1897; 

5 Lang, Wiener Ber. (2) 69. S. 451. 1874 u. Pogg. Ann. 158. S. 448. 
4. 


2) Jamin, Ann. de Chim. et de Phys. (3) 49, S. 232. 1857. 
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durch Druckänderung ein Wandern des Interferenzstreifen. 
systems hervorgerufen. Bei spektraler Zerlegung wird dam 
aus der bei den einzelnen Wellenlängen gewanderten Streifen. 
zahl die Dispersion berechnet. Zum subjektiven Auszählen 
der Streifen im Sichtbaren kann man bei kontinuierlichen 
Spektrum die Streifen parallel den Spektrallinien stellen, 
während sie bei einem reinen Linienspektrum zu subjektive 
Beobachtung wie auch zur photographischen Registrierung 
senkrecht zu ihnen einzustellen sind. 

Von den bekannten Interferometern wurde neben dem 
Fizeauschen?), dem P&rot-Fabryschen?) und dem Michel. 
sonschen®), hauptsächlich das Jaminsche Interferometer) 
zu Brechungsmessungen benutzt. All diese Messungen er. 
streckten sich zumeist von Ultraviolett bis ins sichtbare Gebiet 
oder aber von hier nach Ultrarot. Zwischen ihnen ist, selbst 
wenn man nur die der letzten zwanzig Jahre in Betracht zieht, 
leider keine annähernde Übereinstimmung innerhalb der Fehler- 
grenzen wahrzunehmen. 


$2. Von den vorgenannten Interferometern ist wohl das 
Jaminsche, mit dem ja auch die Mehrzahl der neueren Me- 
sungen durchgeführt wurde, als das einfachste und für vor- 
liegenden Zweck geeignetste zu bezeichnen. Ein solches mit 


1) R. Benoit, Journ. de Phys. (2) 8. S.451. 1889; K. Scheel, 
Verh. d. deutschen Phys. Ges. 9. S. 24. 1907. 

2) H. C. Rentschler, Astrophys. Journ. 28. 8. 345. 1908; Mat- 
thews, Journ. Frank. Inst. 177. S. 673. 1914; Howell, Phys. Rev. (2) 
6. S. 81. 1915; W. F. Meggers u. C. G. Peters, Bull. Bur. of Stand. 14 
Nr. 4. S. 695. 1919. 

3) S. Loria, Ann. d. Phys. 80. S. 240. 1909; M. Rusch, Dissert. 
Breslau 1922 u. Ann. d. Phys. 70. 8. 373. 1923. 

4) E. Ketteler, Pogg. Ann. 124. 8. 390. 1865; E. Mascart, Compt 
rend. 78. S. 617. 1874; L. Lorenz, Wied. Ann. 11. S. 70. 1880; J. Chap- 
BL... puis u. C. Riviére, Ann. de Chim. et de Phys. (6) 14. 8.5. 188; 
 F. Perreau, Ann. de Chim. et de Phys. (7) 7. 8. 289. 1896; H. G. Gale, 
. Be Phys. Rev. 14, S. 1. 1902; G. W. Walker, Phil. Trans. 201. S. 435. 1908; 
ss W. Kayser, Ann. d. Phys. (4) 18. S. 210. 1904; L. Magri, Phys. Zeit 
SE schrift 6. S. 629. 1905; F. Ahrberg, Diss. Halle 1909; J. Koch, Now 
acta Soc. Upsal. (4) 2. Nr. 5. 1909; C. u. M. Cuthbertson, Proc. Roy. 
Soc. 84, S. 13. 1910; G. Gruschke, Diss. Breslau 1909 u. Jahresber. d 
schles. Ges. f. vaterl. Kultur. September 1910; W. Traub, Ann. d 
Phys. 61. S. 533. 1920; M. Kirn, Ann. d. Phys. 64, S. 566. 1921; E. Stoll, 
Ann. d. Phys. 69. S. 81. 1922. ‘ ar 
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iF Ultraviolettoptik stand leider nicht zur Verfügung, wohl aber 
ME ein Michelsonsches Interferometer mit Flußspatoptik. Da 
ME sun am Breslauer Institut erst kürzlich mit Hilfe dieses 
len} Interferometers die Dispersion von Luft und Argon im Inter- 
ME yall von 5460 bis 67600 Ä.-E. gemessen wurde?), sollte an der 
en, geichen Apparatur die Dispersion der gleichen Gase möglichst 
vt} weit ins Ultraviolett hinein verfolgt werden. Gleichzeitig galt 
IE die Arbeit der Klärung der Frage, bis wie weit ins kurzwellige 

Gebiet hinein mit dem Michelsonschen Interferometer scharfe 
em Interferenzstreifen zu erhalten sind. 
- Der Vorteil des Michelsonschen Interferometers haupt- 
pi sichlich gegenüber dem von Fabry und Pérot besteht darin, 


.,# aß man verhältnismäßig lange Gassäulen in den Strahlen- 
-. gng einschalten kann, die zudem noch zweimal vom Licht 
durchlaufen werden. Hierdurch wird es ermöglicht, bei ziem- 
‘i ieh geringen Druckänderungen des Gases eine hinreichend 
© 1 goße Zahl von Interferenzstreifen durch das Gesichtsfeld 
wandern zu lassen. Gleichzeitig wird dabei die Temperatur- 
shwankung des Gases, die sich bei Druckänderungen um eine 
oder gar mehrere Atmosphären schon recht störend bemerkbar 
macht, auf ein praktisch zu vernachlässigendes Maß herab- 
mit drückt. 

Anderseits ist es bei der räumlichen Trennung der beiden 
interferierenden Strahlen und dem dadurch bedingten großen 
Met Umfange der Apparatur schwierig, sie vor den schädlichen Ein- 
v4 füssen strahlender und konvektiver Wärme zu schützen. 


d. 14, § 8. Das oben erwähnte Michelsonsche Interferometer 
wr nach den Angaben von Hrn. Geh. Rat Prof. Dr. 
lummer bei Adam Hilger in London vor Jahren ge- 
ompt aut worden. Die Optik bestand aus zwei fast glasklaren 
thap- | Außspatplatten von den Ausmaßen 40 x 55 x 4,714 mm. 
1888; § leider hatten beide Platten bei der Versilberung durch Kathoden- 
Gale, § estiubung am Rande einige Sprünge erhalten. Durch Aus- 
inden dieser Sprungstellen war es aber möglich, mit den 
‘ie Matten zu arbeiten. Die Spiegel S, und S, (Fig. 1) waren aus 
Boy. (las, absolut plan geschliffen und oberflächenversilbert. Die 
ser. d | Miden Rohre, die die Versuchsgase aufnahmen, waren aus 


on. d. | Gubstah] und hatten eine lichte Weite von 20 mm. Auf ihre 
Stoll, 


1) M. Rusch, a. a. O. TE 
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Enden waren planparallele Flußspatplatten mit Vakuum-Kitt. 
lack aufgekittet. Da nicht gleichstarke planparallele Fluß- 
spatplatten zu beschaffen waren, war der optische Lichtweg der 
beiden interferierenden Strahlengänge ein wenig verschieden, 
Die Summe der Plattendicken betrug für das Rohr R, D, = 
6,07 mm; für das Rohr R, D, = 6,22 mm. Die Länge des Rohres 
R,, in dem der Druck variiert wurde, war einschließlich der 
aufgekitteten Platten im hiesigen Eichamte bei Zimmertempe- 


anim Si 
setzen war. Zur Befestigung 
der Rohre an den Armen 
des Interferometers dienten 
je zwei Hartholzstative, 
die eine mikrometrische Ver- 
schiebung in zwei zueinan- 
der und zur Längsachse der 


Gasometer<— 


Lt, 
) 


31, Hz 


Pumpen = Rohre senkrechten Rich- 

tungen gestatteten. Das 
GYR. ganze Réhrensystem war 
vakuumdicht verblasen. 
wol te Hahn H, schloß es gegen 
die Außenluft bzw. gegen 
eo pe Fig. 1. das Gasometer ab, H, 


trennte R, von R,, H, 
führte zum Einströmungsapparat E, der nach dem Vor- 
gange von Loria und Patkowsky!) aus einem festen (4) 
und einem beweglichen (B) Quecksilbergefäß bestand. Durch 
Heben und Senken von B konnte der Druck in A und damit 
auch in R, variiert werden. Die Druckänderung wurde am 
Manometer M, dessen Röhren eine lichte Weite von 7mm 
hatten, als Summe der Differenzen der Stellung der beiden 
Quecksilberkuppen abgelesen, wodurch sich die durch Kapilla- 
ritätskräfte bedingte Ungenauigkeit forthob. Die Ablesung 
geschah mittels zweier Mikroskope, die längs einer geeichten 
Messingskala mikrometrisch verschoben wurden. Sie ermög- 
lichten eine Ablesung auf 0,05 mm genau, bei einiger Übung 
konnte man jedoch auch hundertstel Millimeter schätzen. 


4 1) Loria u. Patkowsky, Bull. de l’Akad. Crac. Okt. 1903. 8. 49. 
4: 
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Über Lichtbrechung in Gasen usw. 269 
H, schloß das System gegen die Pumpen, einen von Hanff 
und Buest bezogenen Quecksilberpumpensatz, ab. Zum Ab- 
kssen der Temperaturen des Gases und des Manometerqueck- 
silbers dienten zwei in 0,1 Grade geteilte Thermometer; das 
zur Bestimmung der Gastemperatur verwandte war von der 
Physikalisch-Technischen Reichsanstalt erst neuerdings geeicht 
worden und erlaubte bequem ein Ablesen bis auf hundertstel 
Celsiusgrade. 

Zur spektralen Zerlegung des Interferenzstreifensystems 
wurde in der Hauptsache ein Littrowscher Ultraviolettspektro- 
graph (Fig. 2) verwendet, der 
vor lingerer Zeit von Hrn.Prof. 
W. Fischer als Einzelstiick 
m einer von Zeiß gelieferten 
Optik gebaut worden war. 
für vorliegenden Zweck 
mußte er in manchen Stük- 
ken umgeändert und verbessert werden. Er besaß eine Quarz- 
Chromat-Linse L von 72 mm freier Öffnung und 80,5 mm 
Brennweite für D-Licht. Das 80°-Prisma Pr. war gleichfalls 
aus Quarz; seine Höhe betrug 59,5 mm, die Länge der Hypote- 
nusenfliche 80 mm, während seine Kathetenflächen bzw. 69 
und 40 mm lang waren. Um eine bessere Reflexion an der 
großen Kathetenfläche zu erhalten, wurde sie versilbert und 
— zur Uberbriickung des Gebietes der schlechten Silber- 
reflexion in der Gegend von 8100 A.-E. — vergoldet. Diese 
Schicht wurde zur größeren Schonung noch mit einem Schutz- 
lack überzogen. Bei M befand sich ursprünglich ein totalreflek- 
fierendes Quarzprisma, das jedoch doppelbrechend war, so daß 
jede Spektrallinie doppelt erschien. Es sollte durch ein ent- 
sprechendes Steinsalzprisma ersetzt werden, dessen Herstellung 
üch aber solange hinzog, daß es bei Abschluß dieser Arbeit 
ech nicht fertiggestellt war. An seine Stelle trat daher ein 
Magnaliumspiegel, dessen Reflexionsvermögen im Ultraviolett 
®hr groß ist. Das von der Aluminium- und Magnesiumfabrik 
Hemelingen bezogene Metall wurde nach verschiedenen ver- 
@blichen Versuchen!) anderer optischen Firmen schließ- 
ich von C. P. Goerz in der erforderlichen Weise geschliffen 


Fig. 2. 


1) Vgl. hierzu auch die Bemerkung von 
Journ. 42, 8. 221. 1915. 
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 teilungen hat sich die Oberfläche des Magnaliumspiegels 
ohne besondere Schutzmaßnahmen bei monatelangem Arbeiten 
recht gut erhalten. Erst zu den letzten Präzisionsaufnahmen 
wurde er etwas nachpoliert. 
Das Licht geht vom Spalt Sp (vgl. Fig. 2) nach dem Mag. 
r . aalnmungingel M (50 x 32,5 mm), wird von dort durch die 
Linse L nach dem Prisma Pr geworfen und geht nach Reflexion 
an der Kathetenfläche wieder zurück durch L, nunmehr aber 
se : über M hinweg auf die photographische Platte PP. Ein meß. 
bar verschiebbarer Kassettenträger erlaubte, die Platten, deren 
Größe 10 x 15cm betrug, senkrecht zum Spektralband zu 
verschieben, so daß immer eine ganze Reihe von Aufnahmen 
auf eine Platte ging. Die Höhe des Spektralbandes konnte 
durch eine unmittelbar hinter Sp liegende Irisblende zwischen 
8 und 20 mm verändert werden. 
ran Da sich, soweit mir bekannt, in der Literatur an zugäng- 
_ lieher Stelle noch keine genauen Justierungsangaben für den 
_ Littrowschen Spektrographen finden, sei im folgenden eine 
ausführliche Beschreibung seiner Justierung gegeben. Sie ge 
_ schah in der Hauptsache durch Änderung der Entfernung von 
Sp und M (Verschieben des Kollimatorrohres), durch Drehen 
des Prismas Pr um eine seiner brechenden Kante parallele 
Achse, durch Verschieben der Linse L in Richtung ihrer op- 
tischen Achse und durch Neigen der photographischen Platte, 
n Das Tischehen, das das totalreflektierende Prisma bzw. 
dessen Ersatz, den Magnaliumspiegel M, trägt, ist in, seiner 
Höhe verstellbar, um seine vertikale Achse drehbar und kann 
um eine dem Kollimatorrohr parallele Achse etwas geneigt 
werden. Nachdem durch Höhenverstellung des Tischchens der 
Spiegel M gerade in die Fortsetzung des Kollimatorrohres ge- 
bracht ist, wird das Tischchen solange gedreht und in seiner 
Neigung verändert, bis ein durch weitgeöffneten Spalt ein- 
_ fallendes Lichtbündel die Linse L voll ausfüllt, oder aber in 
_ ihre Mitte zu liegen kommt. Das Kollimatorrohr wird ein für 
alle Male so gestellt, daß die Entfernung des Spaltes Sp von 
der Linse L gleich ist dem Abstande zwischen L und der Mitte 
der photographischen Platte PP, die annähernd mit ihrem 


ie 1) C. P. Goerz hatte die Freundlichkeit, die Spiegel ohne jede 
Berechnung herzustellen, wofür auch an dieser Stelle gedankt sei. 
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Drehachse zusammenfiel. Hierdurch wird bewirkt, daß stets 
für die in der Mitte der Platte scharf abgebildete Spektrallinie 
der Spalt im Brennpunkte der Linse L für diese Wellenlänge 
liegt. Sollte das von weißem Licht erzeugte Spektralband den 
hierfür bestimmten Schlitz in der Wandung nur teilweise aus- 
füllen oder schräg zu ihm liegen, so ist durch Neigen des Pris- 
mas Pr, das hierzu zweckmäßig auf Gummiunterlagen ruht, 
die Justierung zu vervollständigen. 

Zwischen L und der photographischen Platte wurden drei 
kleine scheibenförmige Zentralblenden eingeschaltet, die den 
Iweck haben, schädliche Nebenbilder auszublenden. Ihre Stel- 
lung ist durch die jeweilige Linsenstellung bedingt. 

Bei der starken Schrägstellung der Platte — der Winkel 
mischen der Normalen auf PP und der Längsrichtung des 
Spektrographen betrug etwa 65° bis 70° — war die Ausdehnung 
des Spektrums sehr groß: Der Spektralbereich von 8000 bis 
100 Ä.-E. bedeckte auf der photographischen Platte eine 
Strecke von 170 mm. Dies sind etwa die gleichen Verhältnisse 
we bei dem Ultraviolettspektrographen, den Eder und Va- 
lenta zur Herstellung der bekannten Spektraltafeln verwandten. 

Die Eichung des Spektrographen geschah folgendermaßen: 
Bei bestimmter Prismenstellung, die durch die Entfernung 
iter bestimmten sichtbaren Spektrallinie (hier immer Cu 5218) 
wm Rande einer statt der Kassette eingeschobenen Mattglas- 
theibe gegeben war, war auch ganz bestimmte Linsen- und 


Bendenstellung und Neigung der Platte erforderlich ; die zu- 
&hörigen Daten wurden durch Versuch ermittelt und als ,,Nor- 
mistellung I‘ festgelegt. Bei der großen Ausdehnung des 
Spektrums mußte der untersuchte Spektralbereich unterteilt 
widen. Wie im Sichtbaren die Eichung mit der Mattglas- 
wheibe, so geschah sie im Ultraviolett mit einer Uranglas- 
thoreszenzplatte, auf der die Lage einer scharfen ultravioletten 
lie (hier immer Cu 2618) bestimmt wurde (Normalstellung II). 
Deswar jedoch nur solange möglich, als die Lichtquelle sich un- 
üttelbar vor dem Spalt befand; aber nach Durchlaufen des 
hierferometers war die Lichtintensität so gering, daß eine deut- 
ithe Fluoreszenzlinie mit Sicherheit nicht mehr festzustellen 
mr, Anderseits kam es aber bei der starken Schrägstellung der 
Matte auf jeden Millimeter der Spektrallinienstellung an, so daß 
uch Ablesung der Prismendrehung an einem Teilkreis nicht ge- 
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nügte. Anfangs wurde daher ein kleiner Hilfskupferbogen unmittel. 
bar vor den Spalt gebracht. Von seiner Verwendung mußte aber 
infolge der starken Wärmestrahlung Abstand genommen werden, 
Um nun nicht den schweren Spektrographen zur Einstellung 
auf „Ultraviolettstellung‘‘ jedesmal aus seiner zu der übrigen 
Apparatur justierten Lage herausnehmen zu müssen, wurd 
folgendermaßen verfahren: Bei der ,,Normalstellung II“ de 
Prismas Pr fiel der sichtbare Teil des Spektrums an die innere 
Wand des Spektrographengehäuses und wurde hier (etwa 
oberhalb der Einmündung des Kollimatorrohres) durch schwar- 
zen Samt absorbiert. An dieser Stelle wurde parallel der Wand 
ein oberflächenversilberter Spiegel S (vgl. Fig. 2) angebracht, 
der ein in seiner Richtung umgekehrtes Spektrum des sicht- 
baren Gebietes auf die Mattglasscheibe warf. So konnte nm 
auch die „Ultraviolettstellung‘‘ durch die Lage einer sichtbaren 
(an S reflektierten) Spektrallinie bestimmt werden. Während 
der Aufnahmen wurde der Spiegel durch einen stark berußten 
Schutzschirm abgeblendet. 

Zu den subjektiven Messungen im Sichtbaren wurde an- 
fangs teils eine hochkerzige Osram-Azo-Lampe, teils ein 
kleinere Bogenlampe benutzt. Hierbei wurde die Zahl der 
Streifen im kontinuierlichen Spektrum gezählt, nachdem das 
Fadenkreuz des Okulars eines Zeißschen Monochromators, den 
schon Hr. Loria (a. a. O.) zu seinen Messungen benutzt hatte, 
auf die Linie Hg 5461 eingestellt war. 

Bei der Auswahl der Lichtquelle für das photographische 
Gebiet mußten hauptsächlich folgende Eigenschaften gefordert 


werden 
möglichst geringe Wärmestrahlung, 3 
möglichst bequemes Justieren und geringe räumliche Aus 
dehnung, da für die Lichtquelle nur ein schmaler Raum 
von wenigen Dezimetern Breite zur Verfügung stand, 
möglichst große Intensität im Ultraviolett. 


Wegen der bei Refraktionsmessungen im Ultraviolett für 
die langdauernden photographischen Aufnahmen unbedingt 
erforderlichen Temperaturkonstanz haben fast alle Forscher 
im photographischen Bereiche des Spektrums mit an Wärme- 
strahlen armen Lichtquellen, z. B. Metallfunken oder Geissler 
röhren, gearbeitet. Nur Peters und Meggers (a. a. O.) wandten 


= 


7 
Fr 
: 
7 
2 
7 
Licht 
| 
3 
den 
spalt 
| 
Yo 
| 
ichar 
E 
2 a 
a die u 
A 
Wärn 
on 
| 


ndten} die, parallel einander gegenübergestellt, in die Richtung der 


neben einem Eisenbogen auch einen Kupfer-Kohlebogen an, 
stand ihnen doch eine umfangreiche thermostatische Apparatur 
zur Verfügung, die es gestattete, innerhalb gewisser Grenzen 
jede beliebige Temperatur bis auf 0,01° beliebig lange konstant 
zu halten. Für diese Arbeit schied, da die für die Funkenent- 
ladung erforderlichen Nebenapparate nicht vorhanden waren, 
ein Funke als Lichtquelle aus, blieb also für das ultraviolette 
Gebiet nur die Möglichkeit eines Metallbogens. Eine in einem 
Wassertrog mit Quarzfenster stehende Lummer- Quarz- Queck- 
silberlampe erfüllte zwar alle an die Lichtquelle gestellten An- 
forderungen, nur waren die Interferenzstreifen im Hg-Spektrum 
viel matter und unschärfer als im Metallbogenspektrum. Außer- 
dem war die Intensität bedeutend geringer als bei letzterem. 
Der Grund für die unscharfen Interferenzstreifen dürfte'wohl darin 
m suchen sein, daß große Mengen falschen Lichtes, bedingt 
durch Reflexionen an den spiegelnden Innenflächen der Stahl- 
töhren, das scharfe Interferenzbild überdeckten. Da das Licht 
an dem schmalen Ende der Hg-Lampe entnommen wurde, 
so gelangte nicht nur das vom Brennpunkte der Quarzlinse L, 
(vgl. Fig. 1) ausgehende und durch sie parallel gemachte Licht- 
bündel, sondern auch viel konvergentes und divergentes in 
der Ebene des Spektrographenspaltes nicht interferierendes 
lieht von dem mehrere Zentimeter langen Lichtbogen in die 
Apparatur, um dann nach ein- oder mehrfacher Reflexion an 
den Röhrenwandungen auch zur Helligkeit auf dem Kollimator- 
spalt des Spektrographen beizutragen. Auch dies war ein Grund 
mehr, daß die endgültige Wahl auf einen „punktförmigen“ 
Metallbogen fiel. 


Von verschiedenen Metallbögen, die im Ultraviolett einige 
scharfe, intensive Linien aufweisen, erschien der Cu-Bogen für 
Wrliegenden Zweck am geeignetsten. Vorversuche ergaben, 
&8 mit Verminderung der Betriebsspannung und -stromstärke 
de ultravioletten Linien an Intensität unverhältnismäßig zu- 
whmen, während gleichzeitig die Wärmestrahlung abnahm und 
er Bogen auch ruhiger brannte, was durch Erhöhung der 
Wirmeableitung noch begünstigt wurde. Daher wurden an 
fn etwa zentimeterstarken Kupferstäben fächerförmige Kühl- 
üppen aus Kupferblech angebracht. Außerdem wurden die 
Hektroden zu etwa millimeterstarken Schneiden ausgeschlagen, 
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optischen Achse der Quarzlinse L, (vgl. Fig. 1) gebracht wurden, 
Hierdurch war Vorsorge getroffen, daß das Licht stets in die 
gewünschte Richtung fiel. Am günstigsten erwies sich eine 
Spannung von 55—65 Volt bei 1,6—1,9 Amp. Stromstärke, 

Neben dem reinen Cu-Bogen wurde anfänglich noch ein 
Kupfer-Kohle-Bogen verwendet, der über ein weites Spektral- 
gebiet außer den Cu-Linien einen kontinuierlichen Untergrund 
erzeugte. So war es möglich, aus der Zahl der Streifen, die bei 
einer Wellenlänge (hier immer Cu 5106) durch direktes Aus- 
zählen ermittelt war, die bei andern Wellenlängen gewanderte 
Zahl ganzer Streifen zu ermitteln. Im weiteren Verlauf der 
Arbeit wurde jedoch die Bestimmung der Zahl der Streifen 
auf anderem Wege ermöglicht, und so erübrigte sich der kon 
tinuierliche Untergrund, der sich doch nie über das gesamte 
Linienspektrum erstreckt. 

Als Versuchsgase dienten: 

1. atmosphärische Luft, die durch KOH, NaOH und über 
CaCl, geleitet wurde, um sie von Kohlensäure und Wasser. 
dampf zu befreien. 

2. Argon, das nur noch Spuren, etwa 0,3 Proz., Stickstoff 
enthielt und von der Chemischen Fabrik Griesheim-Elektron 
in verschlossenen Glasgefäßen geliefert wurde.!) 

$4. Vor Aufbau der Apparatur, wie sie im vorigen Para. 
graphen beschrieben ist, wurden die ersten Vorversuche am 
Michelsonschen Interferometer gemacht. Da sich die ur- 
sprünglich vorhandenen Silberspiegel als unzureichend für die 
Reflexion im Ultraviolett erwiesen, wurden sie durch zwei 
V2A-Spiegel ersetzt, für die die Firma Krupp-A.-G.-Essen 
das Material kostenlos zur Verfügung stellte und nach Maßangabe 
herrichten ließ, wofür ihr auch an dieser Stelle gedankt sei, 
Der optischen Anstalt Zeiß-Jena gelang es nach längeren Ver 
suchen, die Spiegel in der für die Interferenz erforderlichen 
Planheit hochglanz zu polieren. 

Während es bei den Messungen im Ultrarot und bei sub- 
jektiver Beobachtung im anstoßenden sichtbaren Spektral 
bereich genügte, die beiden Metallröhren R, und R, zum Schutz 
gegen Temperaturschwankungen in Watte einzuhüllen, mußten 
für die photographischen Aufnahmen umfangreichere Mab- 


1) Für die kostenlose Überlassung des Edelgases bin ich der 
Chemischen Fabrik Griesheim-Elektron zu Dank verpflichtet. 
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nahmen zum Schutze gegen strahlende und konvektive Wärme 
getroffen werden: 

Die ganze Apparatur: Michelsonsches Interferometer mit 
Gasréhbren und Gasometer A des Einströmungsapparates (vgl. 
Fig. 1) wurde unter ein Glasgehäuse mit Holzdeckel gebracht, 
damit äußere Einflüsse nach Möglichkeit ausgeschaltet wurden. 
Außerdem wurden sämtliche gasführenden Röhren und Be- 
halter durch eine mehrere Zentimeter starke Watteschicht 
dicht verpackt. Um eine Erwärmung des Gases in den Röhren 
R, und R, zu verhindern, wurden aus dem in die Apparatur 
eintretenden Lichte die Wärmestrahlen durch einen mit zwei 
Quarzplatten abgedeckten Wassertrog nach Möglichkeit aus- 
gefiltert. Zur Erzielung einer möglichst gleichmäßigen Tem- 
peratur des Gesamtgasvolumens wurde vor jeder Aufnahme- 
reihe durch häufiges Heben und Senken des Quecksilbergefäßes 
des Einströmungsapparates eine gleichmäßige Durchmischung 
des eventuell verschieden temperierten Gases zu erreichen 
gesucht. 

Zum Schutze gegen Schlieren und Luftströmungen wurden 
die Lichtwege der interferierenden Strahlen mit Wellpappe 
md Watte verkleidet. Die Eintrittsöffnung des Lichtes wurde 
durch die schon weiter oben erwähnte Quarzlinse L, abgedeckt, 
während das austretende Lichtbündel durch eine planparallele 
Quarzplatte hindurchging. Bei größeren Temperaturunter- 
sthieden zwischen Versuchsgas und Außenraum fand gleich- 
wohl noch ein meßbarer Temperaturausgleich statt. Daher 
wurde schon mehrere Stunden vor Beginn jeder Meßreihe durch 
Öffnen sämtlicher Türen an den vier Seiten des Glasgehäuses 
fir Temperaturausgleich Sorge getragen. Aus dem gleichen 
Grunde wurden alle zur endgültigen Auswertung benutzten 
Aufnahmen zu einer Zeit gemacht, da die Zimmertemperatur 
möglichst konstant war, d.i. die Zeit zwischen 11 und 8 Uhr 
mehts. Auf diese Weise wurde erreicht, daß die Gastemperatur 
imerhalb von 4 Stunden um höchstens 8—4 Hundertstel Celsius- 
gade schwankte, also möglichste Übereinstimmung zwischen 
wahrer und abgelesener Gastemperatur anzunehmen war. 

Zur Abbildung des Interferenzbildes auf den Spalt des 
Sektrographen diente ein sehr gut korrigierter Quarz-Fluorit- 
Athromat (f = 240 mm, 80mm Durchmesser), den die Firma 
KB zum Zwecke dieser Arbeit leihweise zur Verfügung stellte. 
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Mit diesem Achromaten gelang es — im Gegensatz zu Vor 
versuchen mit einfachen Quarzlinsen — genügend scharfe Inter. 
 ferenzstreifen bis etwa 2400 A.-E. zu erhalten. In dieser Gegend 
mag wohl die Unvollkommenheit des Spektrographen im Verein 
mit dem von der halbversilberten Flußspatplatte herrührenden 
diffusen Lichte dazu beigetragen haben, daß keine größere 
Schärfe der Interferenzstreifen zu erreichen war. 

Zu den photographischen Aufnahmen wurden Hauff: 
Platten genommen, von denen die J. Hauff-A.-G. 3 Dutzend 
verschiedener Sorten zu den Vorversuchen kostenfrei lieferte.!) 

Die Vorversuche führten zu folgender Plattenwahl: 
Für das ultraviolette Gebiet jenseits 3000 Ä.-E.: 
Hauff-Extra-Rapid 
Für das sichtbare Gebiet in der Gegend von 5000—6000A.-E, 
Hauff-Ortho-Extrarapid. 

Zwischen 3000 und 5000 Ä.-E.: 
Beide vorgenannten Plattensorten. 


Um die Belichtungszeit abzukürzen, wurden die Platten 
in üblicher Weise vorbelichtet, wodurch es gelang, auf den 
7.—10. Teil der normalen Belichtungszeit herabzugehen. Bei 


noch verhältnismäßig lange Zeit beanspruchten, wurden, da 


gemeinen zu sehr verschleierte, außerdem noch die Stellen, auf 
die die Interferenzmaxima in den einzelnen Linien zu liegen 
kamen, kräftig vorbelichtet, während die Stellen der Minima 
unbelichtet blieben. Dies geschah dadurch, daß bei Beginn 
der Belichtungszeit der Spalt etwa 20—30 Sek. lang voll (3 mm) 
geöffnet wurde, um erst dann auf die sonst benutzte Breite 
verengt zu werden. Auf diese Weise konnte die Belichtungszeit 
im ultravioletten Gebiet noch weiter herabgedrückt werden. 
Die Platten wurden mit Rodinal-Entwickler 1 : 10 rasch hervor- 
gerufen und, falls sie sich für die Ausmessung als zu schwach 
erwiesen, mit Sublimat-Verstärker verstärkt. 


$5. Die Versuche nahmen folgenden Verlauf: Nachdem 
das ganze Röhrensystem ausgepumpt war, bis an einem Mac- 
Leodschen Manometer kein Druck mehr abzulesen war und 


1) Auch durch weiteres freundliches Entgegenkommen hat sie die 
Arbeit gefördert, wofür ich ihr zu Dank verpflichtet bin. 


den Aufnahmen im Gebiete jenseits 8000 A.-E., die immerhin |. 


weitere Steigerung der Vorbelichtungszeit die Platten im all- |. 


Be ein any 
das Ve 
Di 
Einstri 
mm F 
direkt 
nan Te 
Vessun 
krenzsi 
grapher 
aner $ 
mung 
lupe ge 
der Mit 
rade 
war 
Yiten 
lett 
hen kc 
iglich, 
ireifen 
unv 
BAUT 
slich 
e 
N® | 
teifenz 


Uber Lichtbrechung in Gasen usw. 


ein angeschmolzenes Geisslerrohr Kathodenstrahlen zeigte, wurde. 
Versuchsgas eingeleitet. 
| Die Luft wurde nach mehrstündigem Lüften des Zimmers 
}bei geöffnetem Fenster eingelassen. Die Geschwindigkeit des 
Hl Einströmens wurde so geregelt, daß in etwa 8 Stunden die 
}} mm Füllen erforderlichen 650 ccm eintraten. Das Argon wurde 

direkt dem angeschmolzenen Glasgefäß entnommen. 7, 


Einige Stunden nach Einströmen des Versuchsgases, als _ 
| }man Temperaturausgleich annehmen konnte, wurden die ersten 
) WMessungen gemacht.!) Hierzu wurden die wagerechten Inter- 
frenzstreifen auf den senkrecht stehenden Spalt des Spektro- 
gaphen abgebildet und im Linienspektrum die für Cu 5106 an 

ner Spaltmarke gewanderten Streifen gezählt, was nach Ent- 
kmung der Mattglasscheibe mit Hilfe einer kurzbrennweitigen 
Inpe geschah. Als Spaltmarke diente anfänglich ein quer über 
ler Mitte des Spaltes befestigter Quarzfaden. Wenn dieser 
grade auf die Mitte eines Interferenzminimums zu liegen E 
war er schwer oder gar nicht zu erkennen. Daher wurden 
wech zwei weitere Fäden in etwa gleicher Entfernung zu beiden 
fiten von dem ersten angebracht. 
Um vom sichtbaren Spektralgebiet eine „Brücke“ nach Ultra- 
wett zu haben, wurde anfangs ein Kupfer-Kohle-Bogen ge- 
mmen, der, wie schon erwähnt, neben den Cu-Linien noch 
men kontinuierlichen Untergrund liefert. Hierdurch war es 
iglich, aus der bekannten Zahl der bei Cu 5106 gewanderten 
feifen die Zahl der bei andern Wellenlängen gewanderten 
m Streifen zu ermitteln. In der Gegend von 26002800 Ä.-E. 
Iunverhältnismäßig lange Belichtungszeiten erforderlich, um 
th nur schwache Andeutungen eines von Interferenzstreifen 
tehfurchten Untergrundes zu erhalten. Es ist jedoch auch 
igich, ohne kontinuierliches Spektrum auszukommen: 


Die Refraktion », = n, — 1 ist gegeben durch die Beziehung 
No 


1) Für ihre Hilfe beim Justieren, bei den Messungen und Be- 
igen möchte ich auch an dieser Stelle Frl. cand. phil. Eva Haber- __ 
und Hrn. stud. phil. Hans Jakob meinen besten Dank aussprechen. 
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lichen von der Temperatur abhängige Konstante ist. Nimm u 
man nun noch / in die Konstante hinein, so ergibt sich fj 
eine bestimmte Wellenlänge 4 in durchsichtiger Bezeichnun z 
(1a) 0. lich 


¥, ist definitionsgemäß unabhängig von p, muß also i 
einem (%,, p)-Koordinatensystem als Funktion von p ei 
Parallele zur Abszissenachse sein. Würde man nun zur Be 
rechnung von »,A einen um eine kleine ganze Zahl A (4 = +1 
+2...) von der wirklichen Streifenzahl N abweichende 
Wert N‘) der Berechnung zugrunde legen, so ergäben sich 
wenn man bei allen p-Werten den gleichen Fehler A in N macht, 
Werte v(#), die einen gewissen Gang zeigen. Das mit diesen 
falschen N berechnete »{4) ist nämlich gegeben durch die 


Beziehung 
r(4) 
Oa » p 
(3 =%, + E 


d. h. die falschen Werte »{4) ändern sich mit der pei noch 


und liegen auf gleichseitigen Hyperbeln, deren eine Asymptolf (p ~ 
die Gerade Bere 
Y,, = constans 

ist, die dem richtigen Werte »,, entspricht. Demnach werde th die 
für ein zu untersuchendes Gas bei drei oder vier Druckdiffä und ı 
renzen p je eine Reihe von Aufnahmen gemacht. Die unge 
Zahl der bei einer dieser Druckdifferenzen gewanderten Strei A 
kennt man durch subjektives Abzählen oder aus schon ¥ Pe“ 
handenen oder provisorisch berechneten Dispersionsforme 
Man nimmt nun irgendein N an, und berechnet mit diesen und ¢ 
und einigen benachbarten N -Werten die zugehörigen %,. 
verfährt man bei allen p-Werten und trägt die so erree 
%, in ein (»,, p)-Koordinatensystem ein. So ergibt sich ¢ E 
folgendes Bild (vgl. Fig. 3). 

Der richtige »,-Wert und die richtigen N-Werte sind 
A = o entsprechenden. Hieraus ergab sich folgendes Verfahre 


Zunächst wurde durch subjektives Auszählen der bei 
5106 gewanderten Streifen ein vorläufiger Brechungsquo 
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bestimmt. 
verhältnismäßig geringer Druckdifferenz (p ~ 85 mm Hg), dann 
je eine Reihe mit p — 125 mm und p ~170 mm Hg. Schließ- 
lich wurden zur möglichst genauen re; von % nur 


Alsdann wurde eine längere Aufnahmereihe bei 


(p~880 mm Hg) gemacht. Nur sie wurden zur endgültigen 
Berechnung der Dispersionsformeln herangezogen. 


$6. Zur Berechnung der einzelnen Brechungsquotienten 
", diente die die Gültigkeit der Gladstone-Daleschen Formel 
und die ideale Gasgleichung voraussetzende Formel: 


—l1=»=A:P-N, 


a: den Spannungskoeffizienten des Gases!), — 


1) Vel hierzu die Bemerkung von M. Rusch, a. a. O., 8. 383 über 
Annalen der Physik. IV. Folge. 74, ur 


AY; 107 
4 pinmm hg 
100 200 300 400 
Beispiel: Argon 4 = 3349 
bei bedeutend höherer 


Fort 
it 
Hierbei bezeichnet: 
l: die Länge des Lichtweges im Gase, 
4: die Wellenlänge in I. N., 
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t: die Temperatur des Gases in Celsiusgraden, 

p: die Druckdifferenz, 

N: die Zahl der gewanderten Streifen, 

k,: den Korrektionsfaktor, der die abgelesene Druck. 
differenz p auf 0° C, 45° Breite und Meeresniveau 
reduziert. 


ur Ausmessung der photographischen Platten wurde im 
wesentlichen das von E. Stoll (l. c. p. 87 ff.) ausführlich be- 
_ sehriebene Verfahren — aber unabhängig von diesem — an- 
gewandt, jedoch mit dem Unterschiede, daß nicht nur die 
beiden um die Fadenmarke liegenden Streifen genommen 
wurden; es ist nämlich bisweilen recht schwierig, genau auf 
die Mitte des Streifens einzustellen, wenn er von der Marke 
_ etwa gerade so durchschnitten wird, wie es Fig. 2a bei Stoll 
 (l.e.) zeigt. Daher wurde ein etwas verfeinertes Verfahren an- 
gewandt, das eine größere Genauigkeit verbürgt: 
at Die Ausmessung geschah am Mikroskop bei etwa 20-facher 
Vergrößerung mit einem Okularmikrometer. Als vorteilhaft 
erwies sich das Vorschalten eines rötlichen Filters, wodurch 
selbst die im. weißen Licht recht flauen Interferenzen kontrast- 
reich erschienen und außerdem bei mehrstündigem Ausmessen 
der Ermüdung vorgebeugt wurde. Diese Tatsache war bei der Be- 
obachtung von Interferenzstreifen im kontinuierlichen Spektrum 
bemerkt und mit Erfolg auf das Ausmessen unter dem Mikro- 
skop übertragen worden. Der feststehende Faden des Okular- 
mikrometers wurde mit einer der drei Spaltmarken (für ge- 
wöhnlich mit einer der Randmarken) der betr. Spektrallinie 
zur Deckung gebracht, was mit großer Genauigkeit — auf 1 bis 
2 Teilstriche — (einem Millimeter auf der Platte entsprechen 
etwa 600 bis 700 Mikrometer-Teilstriche) geschehen konnte. 
: Alsdann wurde die Lage simtlicher Interferenzstreifen gemessen, 
die die Spektrallinie in ihrer ganzen Linge von etwa 3 mm 
durchzogen. Unter der Annahme, daß jede Spektrallinie bei 
den ganzen Hundertern eine Marke trage, wurden die bei den 
einzelnen „virtuellen Hundertermarken‘“ vorbeigewanderten 
Streifenbruchteile berechnet, und dann wurde — beim Zu- 
sammenfassen von Anfangs- und Endstellung (vgl. Stoll, 1. e.) 
— über die Werte bei sämtlichen Hundertermarken längs der 
ganzen Linienlänge des Mittel gebildet. Hierdurch wurde der 
Einfluß der Beobachtungsfehler auf ein so geringes Maß herab- 
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gedrückt, daß man 0,01 einer Streifenbreite als sicher meßbar 
annehmen darf, was beim Ausmessen von nur zwei Streifen und 
der dazwischenliegenden Marke als in Frage stehend angesehen 
werden muß. 
Vom Cu-Bogen-Spektrum wurden folgende Wellenlängen 
(J. N.) ausgewählt: (Nach 


5218.170 

5158.226 
5105.551 
4275.181 944625 


Die Meßergebnisse für Luft sind in Tabelle 1 zusammen- 
gestellt. Spalte 1 enthält die Wellenlängen, Spalte 2 die ge- 
messene, Spalte 8 die aus der Dispersionsformel berechnete 
Refraktion, Spalte 4 die Differenz der ee und be- N 
tchneten Werte. 


Tabelle 1. 
lat 
1 2 3 4 Ta 
A(I.N.) 107 (gem.) | »,.107 (ber.) A 
5782,158 | 2934,03 2933,83 
5700,249 2935,53 2935,39 
5218,170 | 2946,44 2946,12 
5153,226 2948,12 2947,82 +030 
5105,551 2949,18 2949,08 JE 
4651,130 2963,82 2963,26 +056 — 
4275,131 2978,76 2978,57 +019 
3349,287 3042,39 3044,36 197 
2961,177 3083,06 3085,60 
2824,375 3106,23 3106,02 
2618,381 3142,20 3143,01 — 0,81 
Mit der Methode der kleinsten Quadrate lassen sich die 
Werte darstellen durch die Dispersionsformel : 
1) Hasbach, Diss. Bonn 1914 msds hen 


zu 
e 
n 
er 
ft 
ch 
it- 
en 
se. 
im 
'0- 
nie 
18 
b 
en 
ite 
. 
en Pt 
n, 
om 
len 
4 
ten 
Zu- 
e.) 
der 
der 
ab- 


B. Quarder. 


Die entsprechenden Werte für Argon sind in Tabelle 9 
enthalten, die wie Tabelle 1 angeordnet ist. 


Tabelle 2. 
Argon. 
1 2 3 4 
A(I.N.) (gem.) | 10? (ber.) A 
er 2824,71 2824,55 + 0,16 
700,249 2825,50 2825,89 — 0,39 
8218,170 2835,03 2835,10 - 0,07 
153,226 2836,72 2836,54 + 0,18 
v 5105,551 2837,91 2837,63 + 0,28 
4651,130 2849,90 2849,80 + 0,10 
497,131 2863,37 2862,94 + 0,43 
BE 2916,19 2916,22 — 0,03 
2955,00 2954.75 | +08 
824,875 2971,43 297227 | —0,84 
766,388 2981,14 2980,50 + 0,64 
..2018,381 3003,75 3004,00 — 0,25 
2499;142 3028,04 3027,46 + 0,58 
441,625 3037,79 3037,86 — 0,07 
+ 107 = 2778,26 + 108. 


se par Das benutzte Argon enthielt etwa 0.3 Proz. Stickstoff als 
Verunreinigung. Da die Brechungsquotienten von Argon und 
Stickstoff um etwa 5,6 Proz. abweichen!), so liegt die Ab- 
weichung im Brechungsquotienten des benutzten Argons mit 
etwa 0,00016 Proz. innerhalb der erreichten Genauigkeit, ist 
also zu vernachlässigen. 

Die Meßergebnisse für Luft stimmen gut mit denen von 
Cuthbertson und J. Koch überein, während Meggers und 
Peters, Traub, Stoll u. a. Werte erhielten, die stärkere Ab- 
weichungen aufweisen. Der Grund hierfür ist zwar nicht ohne 
weiteres einzusehen; doch scheint mir die Vermutung nicht 
von der Hand zu weisen zu sein, daß die meteorologische Her- 
kunft der Luft, also die jeweilige Luftdruckverteilung zur Zeit 
des Einfüllens in die Apparatur, eine nicht unwesentliche Rolle 
spielt, ist doch die chemische Zusammensetzung und damit die 
Refraktion der Luft von ihrer barometrischen Höhe abhängig. 


1) Vgl. 8. Loria, Die Lichtbrechung in Gasen als physikalische 
und chemisches Problem. 1914. Sammlung Vieweg. Heft 14. 
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Die Werte für Argon kommen im gemeinsamen Bereich denen 
von Cuthbertson und Rusch nahe, 


Aus der sich die 


6N=0,01 dp=0,05 481=0,02  6=—0,08 
N ~ 880 p ~ 880 1=1050 4~19 


somit beträgt der Fehler im Brechungsquotienten: = 
dn, = 8-10, 


d.h. die erhaltenen Resultate sind richtig bis auf etwa 8 Ein- 
heiten der 8. Dezimale, was einer Genauigkeit von 


| 


§7. Zusammenfassung: In En Arbeit wurde 
wtersucht, bis wie weit ins Ultraviolett hinein mit dem 
Michelsonschen Interferometer mit Flußspatoptik meBbare 
Interferenzstreifen zu erhalten sind. Mit den vorhandenen 
Hilfsapparaten gelang es, bis etwa 2400 A.-E. zu kommen. Es 
wird angegeben, wie die Bestimmung des Brechungsquotienten 
im Linienspektrum ohne kontinuierlichen Untergrund in ein- 
deutiger Weise durchzuführen ist. 

Die Dispersion von trockner, kohlensäurefreier Luft im 
Bereiche von 


5782 bis 2618 Ä.-E. 
ud von Argon im Bereiche von $ Was 
wren bis 
wird bestimmt. Die Meßergebnisse werden in Dispersions- 
formeln zusammengefaßt und zwar ergibt sich fir 


Luft: „17 =2 ( 
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Vorliegende Arbeit wurde im Physikalischen Institut der 
Universität Breslau ausgeführt, dessen Leiter, Hrn. Geh. Rat 
Prof. Dr. Lummer, ich für die Überlassung der erforderlichen 
Apparate und sein wohlwollendes Interesse großen Dank 
schulde. Ferner gilt mein Dank der Helmholtz- Gesellschaft 
und der Notgemeinschaft deutscher Wissenschaft, die beide 
durch materielle Unterstützung die Fertigstellung der Arbeit 
wesentlich förderten, 


Vor allem aber möchte ich Herrn Prof. Dr. Buchwald, 
dem ich die Anregung zu der Arbeit verdanke, auch an dieser 
Stelle meinen herzlichsten Dank aussprechen für die mir ge- 
wordene Unterstützung und allzeit rege Teilnahme. 
Breslau, im Oktober 1923. R 


(Eingegangen 21. Dezember 1923.) 
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6. Das Verhalten Hertzscher Gitter. 
(Bemerkungen zu einer Abhandlung des Herrn 


R. Gans); 
won Clemens Schaefer. 
§1 


Vor etwa 15 Jahren haben Hr. M. Laugwitz und ich!) 
gezeigt, daß im Reflexionsvermégen R, der Durchlässigkeit D 
ud dem Absorptionsvermégen A Hertzscher Gitter, wenn 
der Drahtradius o äußerst klein gegen die Wellenlänge A ist 
— bei uns war damals o = 0,00125 cm, A=380 cm —, die 
Endlichkeit des Leitvermögens des Drahtmaterials deutlich 
zım Ausdruck kommt, daß man also in diesem Falle nicht 
mehr berechtigt ist, die übliche vereinfachende Annahme 
mendlich großer Leitfähigkeit zu machen. Unsere damals 
erhaltenen Werte waren folgende (Tab. 1): 


Tabelle 1. 

Material R D | A 
ee ee | 35,5 Proz. | 62,1 Proz. | 2,4 Proz 
Platin Mauss OH | 32,9 60,6 65 

| 33,0 57,7 103 
| 25,3 55,8 18,9 


(Die Zahlen gelten für Gitter mit einem Drahtabstand a = 1,5 em.) 


Eine Theorie des Hertzschen Gitters mit Beriicksichtigung 
der endlichen Leitfähigkeit existierte damals nicht, so daß 
ms ein Vergleich mit theoretischen Werten nicht möglich war. 
Diese Lücke ist nun — wenigstens zum Teil — ausgefüllt durch 
tine kürzlich erschienene Arbeit des Hrn. R. Gans?), in der 
in dankenswerter Weise eine angenäherte Theorie entwickelt 


1) Clemens Schaefer und MaxLaugwitz, Ann.d. Phys. 28. 
8.951. 1907. 
2) R. Gans, Ann. d. Phys. 61. S. 447. 1920. 
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ist. Leider stimmt das theoretische Ergebnis, wie Hr. Gans 
konstatiert, nicht mit dem Experiment überein, wie aus der 
folgenden Tab. 2 der von Hrn. Gans berechneten Werte 
hervorgeht, die man mit Tab. 1 vergleichen möge. 


Material R D A 
76,7 Proz. 21,8 Proz. 1,5 Proz, 
RE 65,2 20,2 16,6 


Insbesondere kann man folgendes feststellen: Im Re 
flexionsvermögen R und in der Durchlässigkeit D sind die 
Abweichungen enorm, dagegen stimmen, was Hr. Gans nicht 
bemerkt, worauf ich aber besonderen Nachdruck legen möchte, 
die experimentellen Werte des Absorptionsvermögens A mit 
den theoretischen so gut überein, als man nur erwarten kann. 
Denn man muß bedenken, daß die Werte von A gewonnen 
sind nach der Formel: 


A=100—(R+D); 


sie miissen also mit relativ groBen Fehlern behaftet sein, 
sie durch Subtraktion zweier groBen Zahlen entstehen. 
Hr. Gans deutet als mögliche Erklärung für die Ab 
weichungen in R und D an, daß die Dämpfung der im Ex- 
periment verwandten Wellen eine Rolle gespielt haben könne, 
was natürlich eines Beweises bedürfte und in Anbetracht 
der Größe der Abweichungen nicht gerade wahrscheinlich ist. 
An der Sorgfalt unserer alten Messungen zu zweifeln, 
hatte ich keinen Grund. Um so weniger, als aus ihnen, worauf 
Hr. Arkadiew!) aufmerksam gemacht hat, mit Sicherheit in 
Übereinstimmung mit Arkadiews Messungen hervorgeht, daß 
Kruppin ferromagnetisch ist, d.h. eine Permeabilität >] 
besitzt, was damals Laugwitz und mir unbekannt war.?) 


1) W. Arkadiew, Ann. d. Phys. 45. S. 133. 1914. 

2) Deshalb können im folgenden die theoretischen und experimen- 
tellen Werte für Kruppin nicht miteinander verglichen werden, da det 
Wert für die Permeabilität uns nicht bekannt ist 8 
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Das Verhalten Hertzscher Gitter. = 277 
Bei der Betrachtung der beiden Tabb. 1 u.2 drängte 
sich mir sofort eine andere, äußerst triviale Erklärung auf, 
daß nämlich in der Arbeit von Laugwitz und mir durch 
ein Versehen beim Druck die beiden Spalten des Reflexions- 
vermögens und der Durchlässigkeit miteinander vertauscht 
gin könnten. In der Tat würden dann wenigstens die Größen- 
ordnungen von R und D in Theorie und Experiment mit- 
einander übereinstimmen. Mit absoluter Sicherheit konnte ich 
die Vermutung nicht feststellen, da bei meiner Übersiedlung 
nach Marburg das betreffende Beobachtungsheft in Verlust 
geraten zu sein scheint. Ich habe deshalb im hiesigen Institut 
Hm. Machts veranlaßt, die fraglichen Messungen zu wieder- 
holen. 

§ 2. 


Die Wellen wurden erzeugt mit Hilfe des von Mie) an- 
gegebenen Erregers, der sehr schwach gedämpfte Wellen 
liefert; sie hatten eine Länge 4 von 27 cm. Die Gitter waren 
genau so gebaut, wie in der Arbeit von Laugwitz und mir; 
der elektrische Vektor lag natürlich parallel den Drahtachsen. 
Im übrigen war die Versuchsanordnung die bei solchen Mes- 
sungen übliche; sie litt an dem Übelstande, daß die Gitter- 
dimensionen etwas klein waren gegenüber der Wellenlänge, 
daß also wahrscheinlich durch Beugungseffekte die gewonnenen 
Zahlen etwas verfälscht sind. Es mußte der hohen Kosten 
wegen darauf verzichtet werden, größere Gitter herzustellen. 


Von Wichtigkeit war die Frage, was der benutzte Detektor 
anzeigt, d. h. welcher Größe die Galvanometerausschläge pro- 
portional sind. Ein Thermoelement nach Klemenéié zeigt € 
an, d.h. den Mittelwert des Quadrates der elektrischen Feld- 
stärke; bei Benutzung eines solchen sind die Galvanometer- 
ausschläge also der Energie direkt proportional. Ob das gleiche 
für den benutzten Detektor galt, konnte auf folgende Weise 
entschieden werden: 

Reflexionsvermögen und Durchlässigkeit eines gewöhn- 
iehen Hertzschen Gitters sind, wie Rubens und Ritter?) 
schon vor langer Zeit zeigten und ich gelegentlich bestätigen 
konnte, gleich cost bzw. sin‘, wenn @ der Winkel zwischen 


1) G. Mie, Phys. Zeitschr. 11. S. 1035. 1910. 
2) H. Rubens und Ritter, Wied. Ann. 40, 8.55. 180. 
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den Drahtachsen und dem elektrischen Vektor ist. Zeigt 
der Detektor nun gleichfalls €? an, so müssen die Galvanometer. 
ausschläge bei verschiedenen Werten von 9, als Funktion 
von @ betrachtet, sich wie cos‘ m bzw. sin‘ verhalten. Dies 
ergab sich in der Tat so genau, als gemessen werden konnte, 
womit die aufgeworfene Frage für den benutzten Detektor 
entschieden ist. 

In der folgenden Tab. 3 sind die von Hrn. Machts beob- 
achteten mit den nach Gans berechneten Werten von R, D, 4 
zusammengestellt. 


Tabelle 8. 
R D A 

Material beob. | ber. || beob. | ber. || beob. | ber, 
Proz. | Proz. || Proz. | Proz. | Proz. | Proz. 
63,6 | 73,0 || 34,2 | 25,7 221 
in at + re 60,5 | 70,5 || 33,0 | 25,8 | 6,5 3,7 
OT Mr 57,4 | 65,0 | 31,8 | 24,5 | 10,8 | 105 
| 50,7 | 60,5 | 27,9 | 23,6 | 21,4 | 159 


Nach diesen Ergebnissen ist es wohl zweifellos, daß in 
der früheren Arbeit einfach die beiden Spalten R und D ver- 
tauscht worden sind, denn nach Vornahme der Vertauschung 
stimmen die neuen mit den alten Zahlen fast genau überein, 
und ebenso stimmen die experimentellen Zahlen der Größen- 
ordnung nach mit den theoretischen überein. Die noch vor- 
handene Abweichung kann, wie wir oben schon andeuteten, 
durch Beugungseffekte verschuldet sein, und es ist wahr- 
scheinlich auch; von vornherein wäre es allerdings auch denkbar, 
daß die Abweichungen der Theorie zur Last zu legen wären, 
die ja nur eine angenäherte ist. Einige Betrachtungen in $4 
machen dies aber unwahrscheinlich. 

Noch auf einen anderen Punkt sei hier hingewiesen. 
In einem Nachtrage!) zu seiner Abhandlung macht Hr. Gans 
darauf aufmerksam, daß, wenn man das Reflexionsvermögen R 
als Funktion der Wurzel aus dem Gleichstromwiderstande 
aufzeichnet, man nach seiner Theorie eine nach unten konkave 
Kurve erhält, während die (vermeintlichen) R-Werte unserer 
früheren Arbeit eine konvexe ergeben. Dies ist richtig. Ver- 
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tauscht man jedoch die beiden Spalten für R und D miteinander, 
so ergeben auch unsere alten Messungen eine nach unten konkave 
Kurve, Dennoch möchte ich darauf kein großes Gewicht 
legen, weil ich die Messungen nicht für genau genug halte, 
um dies mit Sicherheit zu entscheiden. Z. B. geben die neu 
gemessenen R-Werte des Hrn. Machts wieder eine nach 
oben schwach konkave Kurve. Man brauchte aber z. B. 
nur den R-Wert für Silber, nämlich 68,6 Proz. in etwa 
62,6 Proz. umzuändern, so hätte man wieder eine nach unten 
konkave Kurve. Eine derartige Genauigkeit besitzen eben 
die Messungen nicht, daß man mit Sicherheit zwischen diesen 
beiden Zahlen entscheiden könnte. Ich habe auch keinen 
Wert darauf gelegt, die Meßgenauigkeit zu verbessern, weil 
mir ohnehin klar zu sein scheint, daß die vermeintlichen großen 
Abweichungen von der Theorie nicht existieren, sondern einem 


ulin: 


Hr. Gans hat seine Theorie nur auf metallische Gitter 
angewendet; sie paBt jedoch auch auf dielektrische Gitter, 
welche mehrfach von Laugwitz und mir selbst untersucht 
worden sind. Hr. Machts hat auch mit dielektrischen Gittern 
Messungen angestellt, von denen im folgenden einige Ergebnisse 
mitgeteilt werden, die in der Tab. 4 enthalten sind, deren 


este Spalte die Konstanten der Gitter mitteilt. = 


ie 


Tabelle 4. 
Konstanten der Gitter | R | D 
ein cm aincm | beob. ber. | beob. | ber. 
0,4 2 90,0Proz.| 88,5Proz.| 6 Proz. | 11,5Pror 
0,4 4 ‚80 79,2 15 118 
0,4 8 174 a 25 
0,075 1 | 23,6 25 |9 |97,25 
0,075 2 1,25 0,7 97,25 | 99.3 
0,075 4 02 | 02 98,2 | 99,8 


Hier ist die Übereinstimmung zwischen Theorie und 
Experiment eher noch besser als bei den metallischen Gittern, 
jedenfalls durchaus befriedigend. = 
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Cl. Schaefer. 
Die Ganssche Theorie ist eine angenäherte. Sie beruht 
darauf, daß in großer Entfernung vom Gitter die Form der 
reflektierten und durchgelassenen Wellen bekannt ist: Es sind 
angenähert ebene Wellen, die mit je einem unbekannten Faktor 
multipliziert auftreten, der das Reflexions- bzw. Durchlaß- 
vermögen mißt. In unmittelbarer Umgebung des Gitter 
löst Gans nicht die Wellengleichung A u + k? u = 0, sondern 
das elektrostatische Problem Au=0, und schließt beide 
Lésungen an der Grenze dieser Raumgebiete aneinander, 
Dieses Verfahren ist natiirlich nur unter gewissen Bedingungen 
erlaubt und es wäre wünschenswert, den Grad der Näherung 
ersehen zu können, was die Kenntnis der strengen Theorie 
voraussetzt. Im hiesigen Institut hat sich Hr. Dr. R. Weyrich 
mit dieser Frage beschäftigt, und es ist ihm gelungen, die 
exakte Lösung zu finden, worüber er selbst berichten wird, 
Hier sollen einige vorläufige Betrachtungen Platz finden, die 
auf folgendem Gedanken beruhen: Die exakte Theorie der 
Beugung an einem Zylinder ist bekannt. Wenn man auf diesen 
Fall die Ganssche Theorie überträgt, so ist hier der Vergleich 
durchführbar, was gewisse Rückschlüsse auf die Brauchbarkeit 
der Gansschen Näherung beim Gitterproblem zuläßt. 

Sei der Zylinderradius o, so grenzen wir um den Zylinder 
ein konzentrisches Kreisgebiet vom Radius R ab, der selbst 
riatürlich größer als o ist, aber noch klein gegen die Wellen- 
länge A sei; daher ist a fortiori o <A. Dieses Kreisgebiet 
nennen wir den Raum I; der übrige Außenraum werde durch I] 
bezeichnet; während die sich auf den Innenraum des Zylinders 
beziehenden Größen den Index ,,i‘‘ erhalten, bekommen die 
sich auf beide Außenräume I und II beziehenden Größen 
den Index ‚a‘. 

Dann läßt sich (nach Abspaltung des Zeitfaktors e'*) 


(1) > Cm J m (kzr)-cos mg 
wo k, = ', J» die Besselsche Funktion 


erster Art und mter Ordnung ist; die Besselschen Funktionen 
zweiter Art würden fiir r = 0 unendlich werden, können also 
im Innenraume nicht auftreten. Im Raum II haben wir die 
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einfallende Welle und die vom Zylinder ausgehenden 
„gebeugten‘‘ Zylinderwellen, also: 


(2) SEQ, (kı r) comp, 


wo k,=-——, Qm im wesentlichen eine der Hankelschen 


Zylinderfunktionen ist (man vgl. wegen sämtlicher Bezeich- 
nungen und genauen Bedeutung etwa C. Schaefer und GroB- 
mann, Ann. d, Phys. 37. 8. 455. 1910). 

Dagegen lautet die Lösung des elektrostatischen Problems 
in I: 
8) €'=A+Blogr +3 Dnt" +E, cos mp. 


Für dünne Zylinder, die hier vorliegen, darf man sich — 
auf die ersten Glieder der obigen Reihen beschränken (m = 0 
ud m = 1). 

Für r=o erhält man so die Bedingungen (Stetigkeit 
der Tangentialkomponenten der elektrischen und magnetischen 


+ cosp = 4+ Bloge + (De =) 008P, 
Cy Jo’ (my) + cosp = + (2, =) cosy, 


wobei 7, =k,o, gesetzt ist. Diese Gleichungen 
wrfallen in die folgenden vier: Ja 


Ara CJ, (n,) = B, ft 


An der Grenze der Außenräume I und II sind (2) und (8) 
meinander anzuschließen, wobei zu beachten ist, daß k,R 
tine kleine Größe ist. Dafür ist angenähert: 


=1+ik Rcosp, 


= log The 


1 BE 
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Damit folgt, da fir r= R ja ©, = G6," zu setzen ist: 
R + Ft) cosp = 1 + ik, Roos 
+ G, Qo (hy BR) + G, Q, R)cos p 


und das zerfallt wieder in: - 78 
A+ BlogR=1+ G,(k, R) = 1 + G, log — Gy log 
(8) 
12 


pis Nach Gans gelten diese Gleichungen für jeden zulässigen 
Wert von R; also ist weiter durch Zerfall von (8): 


2 
(9) 


Aus (5) und (9) ergeben sich folgende Werte für die uns 


interessierenden Koeffizienten G, und G;: 
te 


1 

Jy (7) 
1 + my Ay’ Ath ‘ht 

Diese Werte stimmen natiirlich nicht mit den exakten 
Werten überein; sie müssen aber für kleines o/A in diese über- 
gehen. Die Rechnung zeigt, daß dies für unendlich gut leitende 
und endlich leitende Zylinder tatsächlich der Fall ist, für 
dielektrische Zylinder ebenfalls, wenn die Dielektrizitäts- 
konstante E groß gegen 1 ist. 

Man darf also wohl annehmen, daß die angenäherte Theorie 
von Gans beim Gitter ebenso hinreichend ist, wie bei dem 
einzelnen Zylinder. 


aes 


§ 5. 
ER Folgende allgemeine Bemerkungen können vielleicht noch 
von Interesse sein. Alle Gittertheorien, auch die von Her 
Gans, machen die Voraussetzung, daß 9 <a <A sein soll. 
Der innere physikalische Grund dafür scheint mir der zu sein, 
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noch diesen Stellen auftretenden anomalen Dispersion und 


‚sein, | 1) Cl. Schaefer u. H. Stallwitz, Ann. d. Phys. 50, S. 217ff. 1916. 
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daß man in diesem Falle — bei metallischen Gittern wenigstens, 
an die man meistens gedacht hat — weit entfernt ist von den 
Sellen der Eigenschwingungen der einzelnen Gitterdrähte. 
Bei dielektrischen Gittern braucht dies nicht der Fall zu sein, 
md dann muß die erwähnte Näherungstheorie versagen. 
{chon vor längerer Zeit habe ich in Gemeinschaft mit H. Stall- 
witz!) den Fall eines dreidimensional aufgebauten Gitters 
aus dielektrischen Stäben nach den Methoden der Dispersions- 
theorie untersucht. Hier interessiert uns natürlich nur der 
fall, daß die Gitterstäbe parallel dem elektrischen Vektor 
ad und für diesen Fall haben wir in der genannten Arbeit 
„wohl den Brechungsindex » als ‘auch den Extinktions- 
keffizienten x berechnet. Diese Werte als Funktion von 
ji sind in der folgenden Tabelle aufgeführt, zugleich mit 
im Werte R des Reflexionsvermögens, das nach der Beer- 
when Formel: 


hnet ist. In dem angegebenen Gebiet von o/A liegt eine 
nschwingung, und zwar angenähert bei 0,015; eine zweite 
etwas außerhalb dieses Gebietes bei 0,042. 


v R in Proz. 

0,040 0,752 2,538 68,4 

0,029 0,803 1,302 rn 
0,020 1,699 2,363 47,2 ate 
0,017 2,516 2,800 50,2 iff 
0,015 3,005 2,848 52,3 SI: 
0,014 3,463 2,759 49,7 at 
0,013 3,942 2,243 44,4 
0,011 4,215 1,413 40,7 
0,010 4,132 0,851 38,9 

In diesem Gebiete mußte also ein dreidimensional auf- 


fautes Gitter unzweifelhaft von der auch von Gans be- 
ten üblichen Näherungstheorie abweichen, indem eben 
der Nähe der Eigenschwingungen starke Schwankungen 
Reflexionsvermögens auftreten müssen (als Folge der an 


ken Extinktion). Es erschien lohnend, einen orientierenden 
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Versuch zu machen. Es wurden drei Hertzsche Gitter & 
Wasserstäben mit folgenden Dimensionen gebaut: 


e=08cem, a=4em; 


das Wellenlängenintervall reichte von 18cm bis 64cm, g 
daß die Bedingung 9 < a < A dauernd erfüllt blieb; o/A ände 
sich gerade in dem in der Tabelle benutzten Intervall ve 

0,01 bis 0,04. Die drei Gitter wurden hintereinander in einem 

Abstande von 4 cm aufgestellt und 

theoret. bildeten so ein dreidimensionales Ges 

Kurve —_pilde, dessen Reflexionsvermögen nul 

X -- gemess. 

Kurve bestimmt wurde. Der Versuch lieferte 
das erwartete Ergebnis, indem, wie 
die Fig. 1 zeigt, R in der Nähe der 
Eigenschwingungen starke Schwan 
kungen aufweist und sehr erheb 
liche Werte annimmt. Die Figur 
zeigt ferner, wie Experiment und 
Dispersionstheorie recht gut über 
einstimmen; die vorhandenen Ab 
weichungen sind ohne Zweifel dem 
provisorischen Charakter des Vem 
suchs zur Last zu legen. Gam 
analoge Ergebnisse erhielt man auch 
bei Verwendung eines Hertzscheg 
Gitters. Hier würde die Ganssehé 
Theorie, auf das dielektrische Gitter 

angewandt, versagen müssen, weil sie auf die Eigenschwingungen 
keine Rücksicht nimmt. Es erschien wichtig, auf diesen Punkt 
hinzuweisen, weil er zeigt, wie wünschenswert es wäre, ibe 
die dankenswerte Ganssche Theorie hinaus die exakte Theorie 
zu besitzen. 


© Marburg, Physikalisches Institut der 
oie im Dezember 1923. 


(Eingegangen 10. Dezember 1928.) 
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